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        Анализ динамических системы со сложным, в том числе  хаотическим поведением, - один из важнейших разделов современной  теоретической и математической физики. Это объясняется  тем, что хаотическое поведение присуще очень  широкому  кругу  явлений. Кроме того, теория динамичес-ких  систем, в рамках  которой и разрабатываются  концепции хатичности,объединяет  самые разные  приложения, возникающие в естественных нау-ках: от задач  химической  кинетики и медицинской  физики  до проблемы обработки и  хранения  информации. При этом одним из  самых  сложных для понимания вопросов остается вопрос о природе хаотичности.        В чем же  причина такого нерегулярного  поведения? Где лежит грани-ца  между  регулярной, но  сложно  организованной  структурой и  хаосом? Ответы  на эти  вопросы  составляет  основное  содержание  данной  главы. Изложение  базируется  на   материалах  лекций,  читаемых автором в тече-ние 20 лет на физическом факультете МГУ им.М.В.Ломоносова.        Начнем  свое  рассмотрение с гамильтонового  подхода. Его достоинст-вом является  выражение  исходной  системы в  изящной и  симметричной форме через общую  функцию - гамильтониан.  Преимущество  такого под-хода не в его формальной стороне, а в более глубоком понимании физичес-кой сущности  рассматриваемого явления. По-существу, гамильтонова точ-ка зрения - это  геометрический  метод  исследования. Он  имеет ряд  преи-муществ и  позволяет  получить решения  задач, которые не поддаются ана-лизу иными средствами.
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сти фазового пространства (теорема Лиувилля). Суть последнего утвер-
ждения состоит в том, что если в начальный момент времени t0 фазовые
точки непрерывно заполняли некоторую конечную область D0 фазового
пространства (q,p) и с течением времени перешли в другую область Dt

этого пространства (рис. 2.1), то соответствующие фазовые объемы равны
между собой: ∫

D0

dq0 dp0 =

∫

Dt

dq dp.

Следовательно, по аналогии с гидродинамикой, движение точек, изоб-
ражающих состояние системы в пространстве (q,p), можно представить
как движение несжимаемого потока жидкости. Поэтому часто совокупность
фазовых кривых в пространстве (q,p) называют потоком. 3. Непрерывная
граница S0, охватывающая в момент времени t0 некоторую областьD0 фазо-
вого пространства, с течением времени трансформируется (не разрываясь)
в непрерывную границу St, охватывающую ту область Dt, в которую D0

эволюционировала к моменту t (рис. 2.1). Системы, удовлетворяющие свой-
ству 2, часто называют консервативными.

Описание динамики физических систем составляет основную зада-
чу механики. Существует ряд достаточно общих способов, позволяющих
в некоторых случаях построить решение уравнений Гамильтона. Однако это
возможно далеко не всегда. В большинстве случаев уравнения (2.1) оказы-
ваются неинтегрируемыми в элементарных функциях. Тем не менее, часто
удается получить достаточно сведений относительно поведения системы,
не интегрируя полностью ее уравнений, а отыскивая интегралы движения,
т. е. функции, которые остаются постоянными при движении: f(q,p) =
= const. Для любой системы, в которой функция H(q,p) не зависит явно
от времени, гамильтониан является интегралом движения: для данных на-
чальных условий постоянное значение гамильтониана есть просто полная
энергия системы E = H(q,p). Отсюда находим q1 = g(q2, . . . , qn,p, E),
где g — некоторая функция.

Следовательно, задавая E, мы определяем в фазовом простран-
стве (q,p) некоторую гиперповерхность (или пространство уровня энер-
гии) размерности 2n− 1, и все траектории системы, отвечающие данному
значению энергии, должны располагаться на такой энергетической гипер-
поверхности. Если в дополнение к гамильтониану имеются и другие инте-
гралы движения, то все фазовые кривые лежат на поверхности, размерность
которой меньше 2n− 1.

Если фазовые траектории системы (2.1) при данном значении энер-
гии E не уходят на бесконечность, то говорят, что движение является фи-
нитным. Ниже рассматриваются только финитные движения.
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Уравнения Гамильтона обладают тем важным свойством, что допуска-
ют широкий класс преобразований канонических переменных (q,p)→(q ′,p′),
называемый каноническими преобразованиями, при которых не изменяет-
ся общая форма уравнений для любой гамильтоновой системы, т. е. q̇ ′j =

= ∂H ′/∂p′j , ṗ
′
j = −∂H ′/∂q′j , j = 1, 2, . . . , n. Здесь H ′ = H ′(q′,p′) —

новая функция Гамильтона, а q′ = q′(q,p), p′ = p′(q,p) — новые канони-
ческие переменные. Сами по себе эти преобразования не изменяют свойств
и динамики происходящих в системе процессов, однако могут оказаться
полезными при построении решений уравнений Гамильтона и анализе фи-
зической картины движения.

14.1 Переменные действие–угол

Одним из важных и часто используемых канонических преобразований
(которые не всегда существуют!) является преобразование (q,p) → (α,J),
при котором в новых переменных (α,J) функция Гамильтона H ′ не зави-
сит от координат α: H ′ = H ′(J). В этом случае переменные J называют
переменными действия, а соответствующие сопряженные переменные α —
переменными типа угол. Тогда система уравнений (2.1), которая запишется
в виде

α̇i = ∂H ′

∂Ji
, J̇i = 0, j = 1, 2, . . . , n, (2.2)

легко интегрируется: q = q(α,J), p = p(α,J), J = J 0 = const, α =
= α0 + ωt, ωi = ∂H ′/∂Ji. Следовательно, задача нахождения решений
канонических уравнений (2.1) сводится к отысканию канонического преоб-
разования, при котором возможно перейти к переменным действие –угол.

Гамильтонова система называется полностью интегрируемой (а соот-
ветствующий гамильтониан интегрируемым), если существует такое кано-
ническое преобразование, с помощью которого можно перейти к перемен-
ным действие-угол: (q ,p) → (α,J ).

Рассмотрим системы с одной степенью свободы, n = 1. Для таких си-
стем фазовое пространство двумерно, а преобразование вида (q, p) → (α, J)
осуществимо всегда. Поскольку гамильтониан H(q, p) = E является ин-
тегралом движения, то, разрешив это уравнение относительно импульса,
найдем p = p(q, E). Из первого уравнения Гамильтона системы (2.1) име-

ем: t =

∫ q

q0

(∂H/∂p)−1dq. Используя выражение для импульса, таким об-

разом приходим к выводу, что решение гамильтоновой системы с одной
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степенью свободы сводится к квадратуре — вычислению интеграла от из-
вестной функции.

Обратимся к простому примеру консервативной системы с одной степе-
нью свободы — математической модели маятника. Характерная особенность
этого примера заключается в том, что подобный гамильтониан появляется
во многих системах, и поэтому ряд понятий, возникающих здесь, будет
использован в дальнейшем.

Гамильтониан маятника длины l и массы m равен сумме потенциаль-
ной Π = −mgl cosϕ и кинетической K = p2/2ml2 энергий:

H =
p2

2ml2
−mgl cosϕ, (2.3)

где ϕ — угол отклонения от вертикали, а g — ускорение свободного падения.
Уравнения движения маятника имеют вид ṗ = −mgl sinϕ, ϕ̇ = p/ml2, или,
в более привычной форме,

ϕ̈+ ω2
0 sinϕ = 0, (2.4)

где ω0 =
√
g/l — частота колебаний.

Когда полная энергия H = E маятника превышает наибольшее зна-
чение потенциальной энергии, E = Erot > mgl, импульс p всегда будет
отличен от нуля, что приводит к неограниченному росту угла ϕ. Это озна-
чает, что маятник будет вращаться. На фазовой плоскости (рис. 2.2) такое
поведение изображается траекториями Erot, отвечающими движению фазо-
вой точки слева направо для p > 0 и справа налево для p < 0. Колебаниям
маятника соответствует энергия E = Eosc < mgl. Если же E ' Es ≡ mgl,
то период колебаний стремится к бесконечности и движение происходит
по сепаратрисе — линии, разделяющей два качественно различных типа
движения: колебания (E = Eosc) и вращение (E = Erot).

Легко видеть, что в окрестности точек с координатами (p, ϕ) =
= (0, 2πk), k = 0,±1,±2, . . ., семейство фазовых кривых имеет вид эллип-
сов. Поэтому такие точки называются эллиптическими точками системы.
Семейство траекторий вблизи точек (p, ϕ) = (0, π+2πk), k = 0,±1,±2, . . .,
имеет вид гипербол, и такие точки называются гиперболическими. Эллипти-
ческие точки являются устойчивыми и соответствуют нижнему положению
равновесия маятника, а гиперболические точки, соответствующие верхнему
положению равновесия маятника, являются неустойчивыми. Фазовая кри-
вая, начавшаяся в окрестности гиперболической точки, удаляется от нее,
в то время как траектория вблизи эллиптической точки всегда остается
в ее окрестности.
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Рис. 2.2. Фазовый портрет маятника с гамильтонианом (2.3)

Нетрудно найти уравнение сепаратрисы маятника. Из условияE = mgl
и (2.3) имеем ps = ±2ω0ml

2 cosϕs/2, где знак ± соответствует различным
ветвям сепаратрисы (см. рис. 2.2). Используя уравнение Гамильтона, свя-
зывающее ϕ и p, после его интегрирования и несложных преобразований
находим: ϕs = 4 arctg eω0t − π.

Теперь, применяя описанную выше процедуру интегрирования си-
стем с одной степенью свободы, можно найти период колебаний: T =

= l
√
m/2

∫
dϕ(E+mgl cosϕ)−1/2. В частности, на сепаратрисе, при ϕ→π+

+ 2πk, k = 0,±1,±2, . . ., период T → ∞.
К введенным понятиям и аналогии с маятником и гамильтонианом (2.3)

мы обратимся, когда будем изучать явление нелинейного резонанса.
Вернемся к рассмотрению систем с одной степенью свободы общего

вида. Когда такая система исследуется в переменных действие–угол, то для
описания динамики в пространстве (α, J) очень удобной оказывается по-
лярная система координат, в которой величине J ставится в соответствие
расстояние от начала координат до некоторой точки фазового пространства,
а величине α — угол (рис. 2.3). Тогда, как легко видеть, движение при за-
данном J будет происходить по кривой, представляющей собой окружность
с радиусом J . Меняя радиус, получим множество вложенных центрирован-
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ных окружностей, которые в совокупности заполняют фазовое простран-
ство такой консервативной системы. В конечном счете двумерное фазовое
пространство оказывается разбитым окружностями на совокупность колец.
Скорость движения по индивидуальной окружности, как следует из урав-
нений (2.2), в общем случае зависит от значения переменной действия J ,
т. е. ω = ω(J).

Рис. 2.3. Фазовое пространство гамиль-
тоновой системы с одной степенью сво-
боды в переменных действие — угол

Рис. 2.4. Тороидальная поверхность,
представляющая фазовое простран-
ство системы двух гармонических
осцилляторов

Рис. 2.5. Фазовый портрет интегри-
руемой системы с двумя степенями
свободы

Для систем с двумя степенями свободы фазовое пространство четы-
рехмерно. При переходе к переменным действие –угол (если каноническое
преобразование (q,p) → (α,J) возможно) динамика таких систем нагляд-
но может быть представлена следующим образом: движение по окруж-
ности с центром O1, образованной переменными α1, J1, и одновременно
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по окружности с центром O2 (лежащей в плоскости, перпендикулярной
плоскости окружности O1), образованной переменными α2, J2 (рис. 2.4).
Суперпозиция таких вращений задает движение по тору (т. е. поверхности
«бублика»), размерность которого равна двум. Траектория, располагающая-
ся на торе, называется обмоткой тора.

Чтобы нагляднее представить себе сказанное, рассмотрим в качестве
примера систему двух гармонических осцилляторов единичной массы.
Ее динамика описывается в нормальных координатах гамильтонианом вида

H = 1
2
(p2

1 + p2
2) + 1

2
(ω2

1q
2
1 + ω2

2q
2
2). (2.5)

Фазовое пространство такой системы четырехмерно (q1, q2, p1, p2), и урав-
нения Гамильтона запишутся как

q̇i = pi, ṗi = −ω2
i qi, i = 1, 2. (2.6)

Каноническое преобразование, позволяющее перейти к переменным дей-
ствие –угол, имеет вид

pi =
√

2ωiJi cosαi, qi = −
√

2Ji
ωi

sinαi, i = 1, 2. (2.7)

Тогда гамильтониан и решение системы запишутся, соответственно, как

H = ω1J1 + ω2J2, J1 = J0
1 , J2 = J0

2 ,

α1 = ω1t+ α0
1, α2 = ω2t+ α0

2.
(2.8)

Поскольку угол всегда определяется по модулю 2π, эволюцию системы
удобно представить на поверхности тора. Условимся, что переменные дей-
ствия J1 и J2 обозначают, соответственно, внутренний радиус и радиус
поперечного сечения тора, а угловые переменные α1 и α2 меняются в соот-
ветствии с поворотами радиусов J1 и J2 (рис. 2.4). Тогда при фиксирован-
ных J1 и J2 значения α1 и α2 определяют точку на торе. С течением време-
ни координаты α1 и α2 меняются согласно (2.8) и, таким образом, задают
движение по поверхности тора. В этом случае, в силу произвольности J1

и J2, все фазовое пространство оказывается расслоенным на двумерные то-
ры, которые в обычном трехмерном пространстве можно представить как
совокупность вложенных друг в друга торов, большой и малый радиусы
которых определяются значениями J1 и J2 (рис. 2.5).
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Аналогичная картина будет иметь место для любой интегрируемой
гамильтоновой системы с двумя степенями свободы, т. е. ее фазовые траек-
тории будут располагаться на концентрических двумерных торах. При этом
для нелинейных систем частоты обращения ωi, i = 1, 2, в силу связей ω1 =
= ω1(J1, J2), ω2 = ω2(J1, J2) — когда они есть, — могут меняться от тора
к тору. Фиксируя величины Jk, k = 1, 2, можно определить, по поверхности
какого тора происходит движение. В общем случае при переходе от одного
тора к другому могут меняться не только частоты ωi, но и их отношение:

ω1
ω2

=
ω1(J1, J2)

ω2(J1, J2)
. (2.9)

Поведение фазовых траекторий существенным образом зависит от того,
является ли отношение (2.9) рациональным или иррациональным. Действи-
тельно, если оно рационально, т. е. ω1/ω2 = k/m, где k и m — целые числа,
то, задав интервал времени T = 2π(k/ω1+m/ω2), из равенства (2.8) найдем

α1(t+ T ) = ω1t+ 4πk + α0
1,

α2(t+ T ) = ω2t+ 4πm+ α0
2.

(2.10)

Отсюда следует, что выражения α1(t + T ), α2(t + T ) и α1(t), α2(t) при
фиксированных J1, J2 задают одну и ту же точку на торе. Другими слова-
ми, через время T траектория возвращается в точку, из которой она вышла
в момент времени t. Таким образом, если отношение (2.9) является рацио-
нальным (в этом случае частоты ω1 и ω2 часто называют соизмеримыми),
движение системы является периодическим с частотами ω1 и ω2, а фазо-
вая траектория представляет собой замкнутую непересекающуюся линию
на торе. Если же отношение частот (2.9) иррационально (ω1 и ω2 несоизме-
римы), т. е. выражение (2.9) не может быть представлено как ω1/ω2 = k/m,
k, m — целые числа, то фазовая траектория никогда не замкнется сама
на себя и с течением времени будет подходить сколь угодно близко к любой
заданной точке поверхности тора. При этом говорят, что фазовая кривая
образует всюду плотную обмотку тора, а движение системы называют
квазипериодическим или условно периодическим.

В исходных переменных q, p, если частоты ω1 и ω2 соизмеримы,
то траектории движения системы в пространстве (q,p) представляют собой
определенные замкнутые кривые. Проекции этих кривых на координатные
плоскости называются фигурами Лиссажу (рис. 2.6а, б). Если же часто-
ты ω1 и ω2 несоизмеримы, то фазовые кривые никогда не замыкаются
и всюду плотно заполняют определенные области фазового пространства
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Рис. 2.6. Проекция траекторий гамильтоновой системы (2.6) на координатную плос-
кость (q1, q2): а — ω2 = ω1, б — ω2 = 2ω1, в — ω1/ω2 6= k/m

(рис. 2.6в). Из приведенного примера легко видеть, что даже простейшая
система двух гармонических осцилляторов может демонстрировать весьма
сложное поведение.

Вернемся к полностью интегрируемым системам с n степенями свобо-
ды. В этом случае фазовое пространство 2n-мерно и в переменных дей-
ствие –угол имеет структуру множества определенных n-мерных торов.
Любая возможная траектория располагается на одном из них. При этом
некоторые траектории могут оказаться замкнутыми, другие же будут всюду
плотно покрывать поверхность соответствующего тора.

n-мерный тор (n > 2) с заданными значениями J1, . . . , Jn называ-
ется резонансным, если для набора частот {ωi(J1, . . . , Jn)} выполняется

соотношение
n∑
i=1

kiωi(J1, . . . , Jn) = 0, где величины ki, i = 1, 2, . . . , n, —

некоторые отличные от нуля целые числа.
Для нерезонансного тора имеет место квазипериодическое движение

системы, и траектория плотно заполняет всю его поверхность. Поскольку
частоты непрерывно зависят от значений J1, . . . , J2, ωi = ωi(J1, . . . , Jn),
то, меняя Ji, мы переходим от резонансных торов к нерезонансным и обрат-
но.

14.2 Отображение Пуанкаре

Введем важное понятие, часто используемое при анализе гамильтоно-
вой динамики, — отображение Пуанкаре. Для простоты рассмотрим снача-
ла систему с двумя степенями свободы. В этом случае, если гамильтониан
явно не зависит от времени, траектория будет находиться на некоторой
трехмерной энергетической гиперповерхности H(p, q) = E в четырехмер-
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ном фазовом пространстве (q1, q2, p1, p2). Последнее равенство позволяет
локально выразить любую из этих четырех переменных (например, p2) как
функцию трех остальных: p2 = p2(q1, q2, p1, E). Таким образом, усеченное
фазовое пространство исходной системы при условии, что дополнительные
интегралы движения отсутствуют, будет трехмерным (q1, q2, p1).

Выберем в этом пространстве некоторую двумерную поверхность S
и рассмотрим ее последовательные пересечения фазовой траекторией толь-
ко в одном направлении (рис. 2.7). Такую поверхность S в предположении,
что она пересекается фазовыми кривыми без касания, называют секущей
поверхностью потока динамической системы. В результате движения неко-
торая точка пересечения A выбранной секущей поверхности S с фазовой
траекторией переходит в другую точку B = Φ(A) на этой же поверхности.
Функция Φ, последовательно переводящая точки пересечения одна в дру-
гую, A→ B = Φ(A) → C = Φ(B) → A . . . (рис. 2.7а), называется функци-
ей последования, или отображением Пуанкаре.

Рис. 2.7. Построение отображения Пуанкаре в фазовом пространстве автономной
гамильтоновой системы с двумя степенями свободы

Часто в качестве секущей поверхности S выбирают некоторую плос-
кость. Тогда задача изучения поведения траекторий в трехмерном фазо-
вом пространстве сводится к анализу отображения Φ двумерного куска
плоскости S в себя. Удобным способом наглядного представления пове-
дения системы являются проекции полученного сечения на фазовые плос-
кости (qi, pj) (рис. 2.7б).

Понятие отображения Пуанкаре можно обобщить и на системы с чис-
лом степеней свободы n > 2. Для автономных систем размерность энер-
гетической гиперповерхности, на которой расположены фазовые кривые,
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в этом случае равна 2n − 1. Исключим, как и раньше, одну из перемен-
ных и рассмотрим последовательные точки пересечения траектории дина-
мической системы с 2n − 2-мерной гиперповерхностью S. При условии,
что поток нигде не касается S, можно определить отображение Φ, которое
любой точке M гиперповерхности S ставит в соответствие ближайшую,
следующую за M точку M ′ пересечения фазовой кривой с этой же гипер-
поверхностью S. Если, помимо интеграла энергии, существуют k допол-
нительных интегралов движения, то все пересечения необходимо брать с
гиперповерхностью, размерность которой равна [2n − (k + 1)] − 1. Затем,
для наглядности, можно спроецировать полученные точки пересечения на
одну из фазовых плоскостей (qi, pj). Тогда анализ динамики исходной си-
стемы сведется к исследованию проекций найденных пересечений.

Рис. 2.8. Отображение Пуанкаре для
квазипериодического движения

Использование отображения Пу-
анкаре существенно упрощает опи-
сание поведения соответствующей
системы дифференциальных урав-
нений. Однако сведение динамиче-
ской системы (2.1) к отображению
в большинстве случаев удается сде-
лать только численно. Тем не ме-
нее, если функция последования Φ
построена или если известна струк-
тура следов фазовых кривых на секу-
щей S, это дает возможность нагляд-
но представить динамику происходя-
щих в системе процессов.

Действительно, когда отображе-
ние Пуанкаре представляет собой конечное число точек, последовательно
переходящих друг в друга, т. е. A → B → C → A → . . . (рис. 2.7а), в фа-
зовом пространстве этому будет соответствовать движение по замкнутой
траектории и, таким образом, поведение системы будет периодическим. Ес-
ли множество точек отображения Пуанкаре плотно заполняет определенную
замкнутую кривую, то этому будет отвечать квазипериодическое движение
(рис. 2.8).

Наконец, существуют системы, для которых при некоторых условиях
траектория на секущей поверхности S представлена «случайным» множе-
ством точек в том смысле, что точки последовательных пересечений нерегу-
лярным образом распределены на S. Следовательно, в этом случае фазовая
траектория хаотически блуждает по фазовому пространству. Это указы-
вает на то, что режим эволюции таких систем не является ни периоди-
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ческим, ни квазипериодическим. Рассмотрим достаточно простой пример,
иллюстрирующий такое нерегулярное поведение, — модель Эно–Эйлеса
(1964) [341, 347, 349]. Авторы моделировали движение звезды в среднем
поле галактики. После ряда упрощений и учета интегралов движения за-
дача свелась к анализу поведения в четырехмерном фазовом пространстве
частицы единичной массы с гамильтонианом

H = 1
2
(p2

1 + p2
2) + 1

2
(q21 + q22) + q21q2 − 1

3
q32 . (2.11)

Для такой редуцированной задачи имеется интеграл энергии H = E,
с помощью которого можно исключить одну из переменных: p1 =
= p1(q1, q2, p2, E).

Если бы система с гамильтонианом (2.11) была полностью интегриру-
емой, то имелись бы переменные действие –угол и с помощью канони-
ческого преобразования можно было бы привести функцию Гамильтона
к виду H = H(J1, J2). Тогда, используя интеграл энергии, можно най-
ти J1 = J1(J2, E). Вторая переменная давала бы дополнительный интеграл
движения. Таким образом, при заданных E и J2 динамическая система была
бы представлена движением по поверхности, топологически эквивалентной
двумерному тору. В общем случае такая поверхность была бы всюду плотно
покрыта фазовыми траекториями, и множество точек отображения Пуанка-
ре тогда образовало бы некоторую замкнутую кривую.

Эно и Эйлес провели численные исследования системы с гамильто-
нианом (2.11), используя отображение Пуанкаре. Отмечались последова-
тельные точки пересечения фазовой траектории с координатной плоско-
стью (q2, p2) (т. е. при q1 = 0) для различных значений энергии E. Результа-
ты оказались весьма неожиданными. При достаточно малых энергиях точки
отображения Пуанкаре выглядели как совокупность замкнутых и вложен-
ных друг в друга линий, что в фазовом пространстве отвечало движению
по поверхности тора с плотной обмоткой (рис. 2.9а). Каждая из замкнутых
кривых соответствовала определенному значению дополнительного инте-
грала движения J2 = const. С ростом энергии E картина существенно
менялась. Некоторые инвариантные кривые начинали разрушаться, обра-
зуя густое множество точек, расположенных случайным на вид образом
на плоскости (q2, p2). Так, при E = 0,125 в сечении q1 = 0 наблюдались
как инвариантные замкнутые кривые 1, аналогичные инвариантным кри-
вым при более низких энергиях E, так и множество точек 2, хаотически
разбросанных между этими кривыми (рис. 2.9б). Другими словами, в фа-
зовом пространстве при данных значениях энергии E имеются островки
регулярного (1) и нерегулярного (2) поведения системы. Для «случайной»

14. Гамильтоновы системы 129

Рис. 2.9. Множество точек отображения Пуанкаре в плоскости (q2, p2) для модели
Эно – Эйлеса при значениях E, равных: 0,04 (а), 0,125 (б) и 0,167 (в)

траектории 2 переменные действия Ji уже не являются интегралами дви-
жения. С дальнейшим увеличением энергии E область, занятая торами,
сокращается до ничтожных размеров (рис. 2.9в). Любая траектория вне
этих малых участков случайным образом проходит по всей энергетически
доступной гиперповерхности H = E. Если энергия E достаточно велика,
то движение в модели Эно–Эйлеса становится инфинитным.

Дальнейшие исследования системы с гамильтонианом (2.11) показа-
ли [116], что и при малых энергиях E (рис. 2.9а) наряду с регулярны-
ми траекториями имеются очень тонкие (экспоненциально малые по E−1)
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и неразличимые при численных расчетах слои, в которых фазовая кривая
ведет себя «случайным», хаотическим образом. Это демонстрирует невоз-
можность установить численными методами факт полной интегрируемости
системы.

Кроме того, пример Эно–Эйлеса показывает, что даже простые дина-
мические системы с двумя степенями свободы при некоторых условиях об-
ладают поведением, которое выглядит как случайное: их фазовая траектория
хаотически блуждает по всей энергетически доступной гиперповерхности.

14.3 Системы, близкие к интегрируемым

В общем случае уравнения Гамильтона (для системы с n степенями
свободы) не являются полностью интегрируемыми; для них не существу-
ет канонического преобразования (q,p) → (α,J), при котором новый га-
мильтониан не зависел бы от α, т. е. H = H(J). Тем не менее, в ряде
случаев функцию Гамильтона H(α,J) можно разбить на интегрируемую
часть H0 = H0(J) и неинтегрируемую, но представимую в виде возмуще-
ния функции H0:

H(α,J) = H0 + εH1, (2.12)

где H0 = H0(J), H1 = H1(α,J) и ε — некоторый малый параметр. Та-
кие системы, гамильтониан которых представим в виде (2.12), называются
системами, близкими к интегрируемым.

Приведем пример, наглядно демонстрирующий изменение динамики
системы, близкой к интегрируемой, в зависимости от параметра ε (не пред-
полагая его малым). Это задача о быстром вращении по инерции тяжелого
несимметричного твердого тела [30, 94, 315]. Для нее функция Гамильтона
может быть записана в виде (2.12). Поскольку нас интересует лишь каче-
ственное поведение системы при разных значениях параметра ε, мы, не вда-
ваясь в подробности решения задачи, приведем только конечный резуль-
тат [30, 315] (рис. 2.10). На этом рисунке представлена проекция на од-
ну из координатных плоскостей множества точек отображения Пуанкаре,
возникающих при пересечении определенной гиперповерхности фазовыми
кривыми системы. Если ε = 0, то система является полностью интегрируе-
мой и точки отображения Пуанкаре образуют семейство регулярных кривых
(интегрируемый случай Эйлера) (рис. 2.10 а). При появлении возмущения
(ε > 0) первоначальная конфигурация следов фазовых кривых нарушается
и с увеличением ε становится все более хаотичной (рис. 2.10б, в). Хорошо
видно, что при малом ε динамика системы по сравнению с невозмущенной
меняется мало (рис. 2.10а, б).
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Рис. 2.10. Множество точек отображения Пуанкаре в задаче о вращении твердого
тела при значениях ε, равных: 0 (интегрируемый случай Эйлера) (а), 0,1 (б), 1,0
(в) [315]

Вернемся к общему анализу системы с гимильтонианом типа (2.12).
В выбранных переменных α, J их канонические переменные примут вид

J̇j = −ε∂H1

∂αj
,

α̇j =
∂H0

∂Jj
+ ε

∂H1

∂Jj
,

j = 1, 2, . . . , n,

(2.13)

где ε � 1. Если ε = 0, то система (2.13) является полностью интегрируе-
мой, и ее решения будут покрывать n–мерные торы. Пусть теперь ε 6= 0.
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Насколько сильно в этом случае изменится характер интегрируемой систе-
мы? Можно было бы ожидать, что при наличии возмущения первоначаль-
ная структура фазового пространства сильно нарушится даже при очень
малом ε. Кроме того, встает вопрос об инвариантных торах: сохранится
ли в этом случае квазипериодическое движение?

Ответы на эти вопросы существенным образом зависят от соотношения
между частотой возмущающей силы и собственной частотой системы. Так,
если собственная частота системы близка к частоте внешней силы, это при-
ведет к нарастанию амплитуды — резонансу. Но поскольку для нелинейных
систем с возмущением (2.13) частота оказывается зависимой от амплитуды,
через некоторое время она выйдет из резонанса. Это приведет к уменьше-
нию амплитуды, что, в свою очередь, повлечет изменение частоты. Поэтому
вскоре система вновь возвратится в окрестность резонанса. Появятся так
называемые фазовые колебания.

Резонансы могут возникать не только между системой и внешним воз-
действием, но также и между разными степенями свободы самой системы,
что соответствует автономности гамильтониана H1 в соотношении (2.12).
В этом случае говорят о внутренних резонансах.

Если резонанс не является изолированным, перекрытие резонансов
приводит к появлению очень сложного движения в системе. Кроме этого,
резонансы препятствуют нахождению решений уравнений методом кано-
нической теории возмущений. При использовании теории возмущений ис-
ходная система аппроксимируется близкой к ней интегрируемой системой
и налагаемым на нее малым возмущением, а решение задачи ищется в виде
разложения по степеням ε. Наличие резонансов нарушает сходимость таких
рядов. Это связано с тем, что при таком подходе неявно предполагается, что
исходные уравнений являются интегрируемыми. Однако в большинстве слу-
чаев это не так. Даже достаточно простые системы не интегрируемы и при
некоторых начальных условиях могут обладать очень сложной динамикой
(см. выше). Теория возмущений не может описать такое сложное поведе-
ние, что формально и выражается в расходимости рядов. Если же начальные
условия системы отвечают регулярным траекториям (квазипериодическому
движению), то в окрестности резонансов под действием возмущения такие
траектории претерпевают качественное изменение. Например, плотная тра-
ектория на торе превращается в цикл, замыкающийся через конечное число
оборотов. Обычная теория возмущений не отражает такого изменения, что
влечет появление малых знаменателей и снова расходимость рядов.

Таким образом, для систем, близких к интегрируемым, резонансы
и их взаимодействие играют важную роль. Поэтому остановимся на этом
явлении подробнее.
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15. Нелинейный резонанс

Теория нелинейного резонанса замечательна тем, что позволяет отно-
сительно легко получить аналитический критерий возникновения нерегу-
лярного движения в гамильтоновых системах. Этот критерий впервые был
введен Б. Чириковым [194, 263]. Он основан на переходе к так называе-
мым резонансным переменным и оценке степени перекрытия резонансов.
В результате такого преобразования мы переходим во вращающуюся систе-
му координат. Рассмотрим это с более формальной и общей точки зрения,
следуя [81, 83] (см. также [84, 116]).

15.1 Малые знаменатели

Остановимся сначала на внутреннем резонансе. Разложим функ-
цию H1(α,J ) (см. (2.12)) в ряд Фурье, H1(α,J ) =

∑
k

Hk
1 (J )eikα, и под-

ставим разложение в уравнения Гамильтона (2.13). Это дает:

J̇j = −iε
∑

k

kjH
k
1 e
ikα,

α̇j = ωj(J ) + ε
∑

k

∂Hk
1

∂Jj
eikα, j = 1, 2, . . . , n.

(2.14)

Здесь k — вектор с целыми вещественными компонентами, Hk
1 — коэффи-

циенты Фурье и ωj(J ) = ∂H0(J )/∂Jj .
Будем искать решение возмущенной системы (2.14) в виде рядов по сте-

пеням малого параметра ε:

Jj = J
(0)
j +

∞∑

s=1

εsJ
(s)
j ,

αj = α
(0)
j +

∞∑

s=1

εsα
(s)
j , j = 1, 2, . . . , n.

(2.15)

Теперь, используя это разложение и уравнения (2.14), отберем члены, сто-
ящие при одинаковых степенях параметра ε. Тогда в нулевом приближении
находим: J̇ (0)

j = 0, α̇(0)
j = ωj

(
J (0)

)
, j = 1, 2, . . . , n. Отсюда

J
(0)
j = const, α

(0)
j = ωj

(
J (0)

)
t+ const. (2.16)
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Учитывая, что ωj

(
J (0) + εJ (1)

)
≈ ωj

(
J (0)

)
+ ε

∑

m

∂ωj
(
J (0)

)

∂J
(0)
m

J (1)
m ,

нетрудно найти уравнения первого приближения:

J̇
(1)
j = −i

∑

k

kjH̃
k
1

(
J (0)

)
eikω(J (0))t,

α̇
(1)
j =

∑

m

∂ωj
(
J (0)

)

∂J
(0)
m

J (1)
m +

∑

k

∂H̃k
1

(
J (0)

)

∂Jj
eikω(J (0))t,

(2.17)

где H̃k
1 означает учет константы в коэффициентах Hk

1 . Эти уравнения сразу
интегрируются:

J
(1)
j = −

∑

k

kjH̃
k
1

(
J (0)

)

kω
eikωt + const,

α
(1)
j = i

∑

m

∂ωj
(
J (0)

)

∂J
(0)
m

∑

k

kmH̃
k
1

(
J (0)

)

(kω)
2

eikωt−

−i∑
k

∂H̃k
1

�

J (0)

�

∂Jj

eik 	 t
k


 .

(2.18)

Легко видеть, что при выполнении условия

kω = k1ω1 + k2ω2 + . . .+ knωn ≈ 0, (2.19)

которое называют соотношением резонанса, в (2.18) появляются члены
с равными или близкими к нулю знаменателями. Это приводит к значи-
тельному росту поправок α(s)

j , J (s)
j , что явно нарушает сходимость рядов

(2.15).
Если соотношение резонанса не выполняется в уравнениях первого

приближения (2.17), то оно может иметь место для уравнений более высо-
кого приближения s > 1. Резонанс, проявляющийся в s–ом порядке теории
возмущений, называется резонансом порядка s.

Пусть теперь возмущение H1 периодически с периодом T = 2π/Ω
зависит от времени, т. е.H1(α,J , t) = H1(α,J , t+T ). Поступая аналогично
предыдущему случаю, имеем:

H1(α,J , t) =
∑

k,m

Hkm
1 (J ) exp [i (kα −mΩt)] .
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Уравнения Гамильтона при этом переходят в следующие:

J̇j = −iε
∑

k,m

kjH
km
1 exp [i (kα −mΩt)] ,

α̇j = ωj(J ) + ε
∑

k,m

∂Hkm
1

∂Jj
exp [i (kα −mΩt)] ,

j = 1, 2, . . . , n.

Как и ранее, в нулевом приближении решение будет иметь вид (2.16).
Нетрудно получить уравнения первого приближения, которые легко инте-
грируются и дают:

J
(1)
j = −

∑

k,m

kjH̃
km
1

(
J (0)

)

kω −mΩ
exp [i (kω −mΩ) t] + const,

α
(1)
j = i

∑

l

∂ωj
(
J (0)

)

∂J
(0)
l

∑

k,m

klH̃
km
1

(
J (0)

)

(kω −mΩ)2
exp [i (kω −mΩ) t]−

−i
∑

k,m

∂H̃km
1

(
J (0)

)

∂Ji

exp [i (kω −mΩ) t]

kω −mΩ
.

Здесь H̃km
1 — это значения Hkm

1 с учетом константы, которая появляется
в нулевом порядке. Таким образом, если выполняется соотношение резо-
нанса

kω −mΩ ≈ 0, (2.20)

то ряды теории возмущений (2.15) расходятся. В этом и заключается про-
блема малых знаменателей. Интегрирование систем по теории возмущений
в этом случае если и возможно, то лишь в отсутствие резонансов и при
условии сходимости рядов (2.15).

Обратимся к выражению (2.20). Для систем с одной степенью свободы
оно означает, что частоты ω и Ω соизмеримы, а динамика является пери-
одической. В общем случае резонансные соотношения определяют резо-
нансные торы, на которых происходит движение. Следовательно, резонанс
соответствует случаю, когда траектория системы замыкается через конечное
число оборотов на торе.

Если же соотношения (2.19) или (2.20) выполняются не для всех ча-
стот ωj , то фазовая траектория будет плотно заполнять тор, число измерений
которого равно числу рационально независимых частот. Стало быть, явле-
ние резонанса является препятствием также и в определении инвариантных
торов.
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Для преодоления этих трудностей было предложено использовать кано-
ническое преобразование к специальным (резонансным) переменным. Такое
преобразование физически соответствует переходу во вращающуюся систе-
му координат. При этом на фазовой плоскости центру резонанса отвечает
эллиптическая точка, а новые переменные описывают медленные колебания
на нем.

Остановимся на этом детальнее и с общих позиций, следуя [81,83,116].
Изучим сначала системы с одной степенью свободы (n = 1).

15.2 Резонансные переменные

Пусть возмущениеH1 является периодической функцией времени с пе-
риодом T = 2π/ν, и движение описывается гамильтонианом

H = H0(J) + εH1(α, J, t), (2.21)

где ε� 1. Тогда функцию H1 можно разложить в ряд Фурье:

H1(α, J, t) =
∑

k,m

Hkm
1 (J)ei(kα−mνt). (2.22)

С учетом этого разложения уравнения Гамильтона (2.13) примут вид

J̇ = −iε
∑

k,m

kHkm
1 (J)ei(kα−mνt),

α̇ = ω(J) + ε
∑

k,m

dHkm
1 (J)

dJ
ei(kα−mνt),

(2.23)

гдеH−k,−m1 =
∗

H
k,m

1 . Легко видеть, что если в этих уравнениях выполняется
условие

kω(J) −mν ≈ 0, (2.24)

то исходную систему нельзя исследовать методом теории возмущений: воз-
никает резонанс.

Чтобы изучить динамику в окрестности резонанса, выделим из разло-
жения (2.22) резонансный член и рассмотрим поведение системы, обуслов-
ленное только этим членом. Для этого зафиксируем тройку чисел k0, m0,
J0, так чтобы условие резонанса выполнялось точно,

k0ω(J0) = m0ν, (2.25)
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а в уравнениях (2.23) сохраним только резонансную гармонику. Имеем:

J̇ = −iεk0H
k0m0
1 (J)ei(k0α−m0νt) + iεk0

∗

H
k0m0

1 (J)e−i(k0α−m0νt) =

= 2εk0
1
2i

[∣∣∣Hk0m0
1 (J)

∣∣∣ ei(ψ+k0α−m0νt) −
∣∣∣Hk0m0

1 (J)
∣∣∣ e−i(ψ+k0α−m0νt)

]
=

= 2εk0

∣∣∣Hk0m0
1 (J)

∣∣∣ sin(k0α−m0νt+ ψ).

Аналогично

α̇ = ω(J) + ε d
dJ
Hk0m0

1 (J)ei(k0α−m0νt) + ε d
dJ

∗

H
k0m0

1 (J)e−i(k0α−m0νt) =

= ω(J) + 2ε d
dJ

∣∣∣Hk0m0
1 (J)

∣∣∣ cos(k0α−m0νt+ ψ).

Введем новые обозначения: ϕ ≡ k0α − m0νt + ψ, H0
1 ≡ 2

∣∣∣Hk0m0
1

∣∣∣.
Тогда уравнения (2.23) перепишутся как

J̇ = εk0H
0
1 (J) sinϕ,

ϕ̇ = k0ω(J) −m0ν + εk0
dH0

1 (J)

dJ
cosϕ.

(2.26)

Сохраняя в разложении (2.22) только резонансный член, находим выраже-
ние для гамильтониана (2.21):

H = H0(J) + εH0
1 cosϕ. (2.27)

Допустим теперь, что величина J достаточно близка к J0, так что отклоне-
ние ∆J ≡ J − J0 является малой величиной. В этом случае H0(J) и ω(J)
можно разложить в ряд по ∆J :

H0(J) = H0(J0) +
∂H0

∂J
∆J + 1

2
∂2H0

∂J2
(∆J)2 + . . . , (2.28)

ω(J) = ω(J0) + ∂ω
∂J

∆J + 1
2
∂2ω

∂J2
(∆J)

2
+ . . . . (2.29)
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Отбросим в выражении (2.28) члены выше второго порядка малости, а в вы-
ражении (2.29) — выше первого порядка. Кроме того, величину H 0

1 (J) возь-
мем в точке J0, учтем равенство (2.25) и во втором уравнении (2.26) прене-
брежем членом ∼ ε. Тогда система (2.26) и гамильтониан (2.27) преобразу-
ются, соответственно, к виду:

d
dt

∆J = εk0H
0
1 sinϕ, ϕ̇ = k0

dω(J0)

dJ
∆J, (2.30)

H = H0(J0) + ω(J0)∆J + 1
2

∂ω(J0)

∂J
(∆J)

2
+ εH0

1 cosϕ. (2.31)

Здесь для удобства переобозначено H0
1 ≡ H0

1 (J0). Канонически сопряжен-
ными переменными для системы (2.30) являются переменные (∆J, ϕ), а са-
ма система (2.30), как нетрудно видеть, порождается гамильтонианом

H̄ = 1
2
k0
dω(J0)

dJ
(∆J)2 + εk0H

0
1 cosϕ, (2.32)

который называется универсальным гамильтонианом нелинейного резонанса
[263].

Каноническое преобразование, позволяющее совершить переход от си-
стемы с гамильтонианом (2.31) к системе к универсальным гамильтонианом
нелинейного резонанса, имеет вид:

(α, J) −→ (k0α−m0νt, ∆J) , ν = ω(J0),

H̄ = k0H −m0ν∆J − k0H0(J0).
(2.33)

Физически оно соответствует переходу во вращающуюся систему коорди-
нат с частотой m0ν.

Проанализируем выражение (2.32) и уравнения (2.30). Сразу видно
сходство гамильтониана H̄ с гамильтонианом нелинейного маятника (2.3),
если в последнем положить l = 1. Действительно, роль импульса p играет

переменная ∆J , а эффективной массы — величина m =
(
k0dω(J0)/dJ

)−1

.

Более того, систему (2.30) с помощью замены Ω2
0 = εk2

0H
0
1 |dω(J0)/dJ |

можно записать как
ϕ̈− Ω2

0 sinϕ = 0. (2.34)

Это уравнение совпадает с точностью до сдвига по фазе на π с уравнением
(2.4). Подобно тому, как мы поступили при анализе движения маятника,
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Рис. 2.11. Нелинейный резонанс первого порядка в переменных (α, J)

представив динамику на фазовой плоскости (α, J) (см. §14), рассмотрим
поведение системы в окрестности резонанса.

Пусть k0 = 1, m0 = 1 (резонанс первого порядка). В исходных
переменных (α, J) фазовый портрет будет иметь вид, представленный
на рис. 2.11. Локальным осцилляциям системы отвечает двойная каплеоб-
разная кривая, соответствующая малой энергии, E = Eosc. Если обратиться
к аналогии с маятником, то это будет отвечать его колебаниям. Наружняя
кривая соответствует энергии E = Erot, что для маятника означает враще-
ние. Сепаратриса (E = Es) разделяет эти два качественно различных типа
движения.

Перейдем теперь во вращающуюся систему координат согласно (2.33).
Тогда в каждый момент времени к мгновенному значению переменной J
необходимо добавить (вычесть) постоянную величину, равную радиу-
су окружности C, по которой происходит вращение, т. е. величину J0

(рис. 2.11). В результате фазовый портрет системы будет выглядеть, как
показано на рис. 2.12.

Поясним этот рисунок, пользуясь аналогией с маятником. Если маят-
ник вращается в сторону, противоположную вращению системы коорди-
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Рис. 2.12. Нелинейный резонанс первого порядка во вращающейся системе коорди-
нат. Тонкие линии — фазовые колебания, штрихпунктирная линия — невозмущенная
траектория (J = J0), жирная кривая — сепаратриса [81]

нат, то такому движению отвечают линии, расположенные вокруг точки
O внутри малой петли сепаратрисы. Если же направление вращения ма-
ятника совпадает с направлением вращения системы координат, то этому
соответствуют линии, находящиеся снаружи большой петли сепаратрисы.
Подковообразные замкнутые кривые, расположенные между двумя петля-
ми сепаратрисы, отвечают колебаниям маятника. Они происходят вокруг эл-
липтической точки, обозначенной на рисунке как E . Через гиперболическую
точку H проходят обе (большая и малая) петли сепаратрисы. Окружности C
отвечает нижнее состояние равновесия маятника.

Для исходной системы окружности C соответствует невозмущенная
траектория при J = J0. Направления движения на рис. 2.12 указаны стрел-
ками. Таким образом, во вращающейся системе координат вся картина фа-
зовых траекторий сохраняется.

Максимальное расстояние между двумя (большой и малой) петлями
сепаратрисы называют шириной нелинейного резонанса (а также шириной
сепаратрисы). Нетрудно оценить эту величину. Из (2.32) имеем для ширины
резонанса по действию:

max(∆J) =

√
2εH0

1 |dω(J0)/dJ |−1 , (2.35)
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и по частоте

max(∆ω) =

∣∣∣∣∣
dω(J0)

dJ

∣∣∣∣∣max(∆J) =

√√√√2εH0
1

∣∣∣∣∣
dω(J0)

dJ

∣∣∣∣∣ . (2.36)

Определим теперь, насколько оправданы приближения, сделанные на-
ми выше, а также найдем порядки величин (2.35), (2.36).

Из (2.27) следует, что H0 ∼ H0
1 . Но поскольку H0 ∼ J0ω(J0), то

H0 ∼ H0
1 ∼ J0ω(J0). (2.37)

Поэтому, учитывая (2.35), (2.36), получаем:

max(∆J)

J0
∼
√
ε
γ ,

max(∆ω)

ω(J0)
∼ √

εγ, (2.38)

где γ≡
(
dω(J0)/dJ

)(
J0/ω(J0)

)
— так называемый параметр нелиней-

ности. При выводе системы (2.30) мы отбросили член ∼ ε в уравне-
нии (2.26) для ϕ̇. Это возможно (см. (2.26), (2.30)), если

(
dH0

1 (J0)/dJ0

)
ε�

�
∣∣∣dω(J0)/dJ

∣∣∣∆J или, оценивая порядок величин, εH0
1/J0�

∣∣∣dω(J0)/dJ
∣∣∣∆J .

Отсюда, согласно (2.37), (2.38), находим

γ � ε. (2.39)

Кроме того, мы заменили величину H0
1 (J) на H0

1 (J0). Эта замена эк-
вивалентна условию J − J0 � 1 или ∆J � J0. Последнее соотношение,
как легко видеть из (2.38), приводит к неравенству (2.39).

Далее, сохранение только резонансного слагаемого и отбрасывание
нерезонансных членов допустимо, когда другие частоты в разложении (2.29)

качественно не изменяют динамику, т. е. при ω(J0) �
∣∣∣dω(J0)/dJ

∣∣∣∆J . Ис-

пользуя оценку (2.36), получаем γε� 1, которое имеет место при малых γ
и ε. Теперь, объединяя его с (2.39), находим

ε� γ � 1
ε . (2.40)

Это неравенство называется условием умеренной нелинейности [81, 263].
Таким образом, изложенная выше приближенная теория нелинейного

резонанса справедлива при условии выполнения неравенства (2.40). Следо-
вательно, предельного перехода к линейной задаче (γ → 0) не существует.
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Условие резонанса (2.25) может выполняться, вообще говоря, при лю-
бом значении k0. В этом случае все допущения и формулы остаются преж-
ними. Однако, поскольку фаза определяется выражением ϕ = k0α− νt+ψ,
это приводит к появлению гирлянды из петель сепаратрисы. Число таких
петель равно k0. Следовательно, количество пар эллиптических и гипербо-
лических точек также будет равным k0 (рис. 2.13).

H

E O

Рис. 2.13. Нелинейный резонанс при k0 = 4, m0 = 1

Приведенное описание нелинейного резонанса легко обобщается на
системы со многими степенями свободы. Однако при n > 2 возможно по-
явление внутренних резонансов, т. е. резонансов между степенями свободы
самой системы. Применяя допущения, аналогичные изложенным выше, ис-
следуем такие внутренние резонансы [81, 84].

Рассмотрим, для наглядности, систему с двумя степенями свободы (n =
= 2). Гамильтониан такой системы можно записать как

H = H01(J1) +H02(J2) + εH1(J1, J2, α1, α2),

а уравнения движения представятся в виде

J̇j = −ε∂H1

∂αj

, α̇j = ∂
∂Jj

(H01 +H02) + ε
∂H1

∂Jj
, j = 1, 2.
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Согласно соотношению (2.19) внутренний резонанс возникает, если условие

kω1(J01) −mω2(J02) = 0

выполняется для некоторых целых чисел (k,m) и значений переменных
действия (J01, J02). Сохраняя в разложении

H1 =
∑

k,m

Hkm
1 (J1, J2)e

i(kα1−mα2)

только резонансную гармонику, раскладывая функции H0j , ωj = dH0j/dJj ,
j = 1, 2, в окрестности резонанса (J01, J02) и используя приближения, опи-
санные выше, находим уравнения движения

J̇1 = εkH0
1 sinϕ,

J̇2 = −εmH0
1 sinϕ,

ϕ̇ = k
dω1(J01)

dJ1
∆J1 −m

dω2(J02)

dJ2
∆J2

(2.41)

и универсальный гамильтониан

H̄ = 1
2

dω1(J01)

dJ1
(∆J1)

2
+ 1

2

dω2(J02)

dJ2
(∆J2)

2
+ εH0

1 cosϕ.

Здесь введены обозначения ∆Jj=Jj−J0j , j=1, 2,H0
1e
iψ≡2Hkm

1 (J01, J02) =
= 2

∣∣Hkm
1 (J01, J02)

∣∣ eiψ и ϕ = kα1 −mα2 + ψ.
Легко видеть, что, умножив первое уравнение системы (2.41) на m,

а второе — на k и сложив их, получим дополнительный интеграл движе-
ния mJ1 + kJ2 = const. Следовательно, уравнения (2.41) являются ин-
тегрируемыми. Можно, однако, пойти иным путем. Действительно, про-
дифференцировав уравнение для ϕ̇ по времени, приходим к выражению
(2.34), где Ω2

0 = εH0
1

∣∣k2dω1(J01)/dJ1 +m2dω2(J02)/dJ2

∣∣. Если величи-
ны dω1(J01)/dJ1 и dω2(J02)/dJ2 имеют разные знаки, то выражение под
знаком модуля может обратиться в нуль, т. е. в системе допустимо допол-
нительное вырождение.

Для систем с более чем двумя степенями свободы (n > 3) число до-
полнительных интегралов движения увеличивается, но вся динамика по-
прежнему будет определяться уравнением типа (2.34).
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Таким образом, при исследовании систем, близких к интегрируемым,
существенную роль играет отношение частот: их несоизмеримость в типич-
ном случае определяет квазипериодическую траекторию, плотно покрыва-
ющую тор. Но рациональное отношение приводит к появлению резонансов
и изменяет структуру инвариантных поверхностей.

15.3 Перекрытие резонансов

Весь анализ нелинейного резонанса был проведен при допущении,
что величина J (см. (2.25)) оставалась фиксированной. Иными словами,
мы предполагали, что существует единственный изолированный первичный
нелинейный резонанс. На самом деле, согласно (2.24), резонансное соотно-
шение может выполняться и для других значений Jm, m = 1, 2, . . . . Иначе
говоря, первичных резонансов в системе может быть много, и соотношение
(2.25) при k0 = 1 нужно переписать как

ω(Jm) = mν.

Следовательно, можно ввести расстояние между резонансами по действию

δJm = Jm+1 − Jm

и по частоте
δωm = ω(Jm+1) − ω(Jm).

Если все значения Jm расположены достаточно далеко друг от друга, т. е.

δJm � ∆Jm, (2.42)

где ∆Jm определяется соотношением (2.35), то вблизи резонанса фазовые
траектории на плоскости (ϕ,J ) качественно можно представить в виде,
изображенном на рис. 2.14.

Таким образом, условие (2.42) означает, что сепаратрисы резонансов
не пересекаются, а сами резонансы не взаимодействуют друг с другом. При
попадании начальных условий системы в область одного из них описание
динамики может быть выполнено в приближении влияния только этого
резонанса. Если же начальная точка попала в область между резонансами,
то система может быть изучена в рамках нерезонансного приближения [49,
116].

Аналогично можно определить условие отсутствия перекрытия (взаи-
модействия) резонансов по частотам:

δωm � ∆ωm. (2.43)
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Рис. 2.14. Невзаимодействующие резонансы

Допустим теперь, что соотношение (2.42) или (2.43) не выполняется,
а резонансы близки друг к другу, так что соответствующие им сепаратрисы
могут перекрываться. Что произойдет в этом случае, который называют
сильным взаимодействием резонансов?

Введем параметр K, определяющий степень перекрытия резонансов:

K = ∆ω
δω

∼ ∆J
δJ

.

Величина K называется параметром перекрытия резонансов. Он был вве-
ден Чириковым для характеристики динамики гамильтоновых систем [194]
(см. также [195, 263, 296]). При условии малости взаимодействия, т. е.
при K � 1 движение в системе должно быть регулярным, и в общем
случае фазовые траектории будут покрывать всюду плотно (n−m)–мерные
торы. Однако при сильном перекрытии, K > 1, динамика системы оказыва-
ется очень сложной и отличной от периодического и квазипериодического
режимов.

Степень перекрытия резонансов как критерий возникновения нерегу-
лярного движения подтверждается большим количеством численных иссле-
дований (см. [84, 116, 263]). В частности, в работе [522] было обнаружено
рождение хаоса при перекрытии всего лишь двух резонансов.
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Особенность этого критерия состоит в том, что при изучении конкрет-
ных систем его относительно просто использовать. Действительно, доста-
точно применить описанную выше технику в окрестности только одного
резонанса в приближении отсутствия всех остальных. Это делает критерий
перекрытия резонансов очень удобным в практическом отношении. Вме-
сте с тем, он работает не всегда, и его в ряде случаев необходимо уточ-
нить [116, 263, 296].

Какова же структура резонансов вблизи эллиптических и гиперболиче-
ских точек? Как мы увидим далее, этот вопрос тесно связан с происхожде-
нием и природой хаотичности.

16. Элементы теории Колмогорова – Арнольда – Мозера
(теории КАМ). Диффузия Арнольда

Итак, нелинейный резонанс показывает, что даже небольшие возмуще-
ния могут весьма существенным образом повлиять на динамику интегриру-
емой гамильтоновой системы. Резонансы изменяют топологию фазовых тра-
екторий и приводят к образованию цепи островов в фазовом пространстве.
Теория возмущений не описывает такие резонансы, поскольку регулярные
решения вблизи них сильно возмущены, а это влечет появление малых зна-
менателей и расходимость рядов. На эту проблему обратил внимание еще
А. Пуанкаре, назвав ее фундаментальной проблемой классической механи-
ки. Она была решена только в начале 60-х годов с появлением знаменитой
теории Колмогорова – Арнольда – Мозера (теории КАМ) [20,21,96,148,149].

Чтобы подчеркнуть физическую значимость этой теории, совершим
небольшой экскурс в историю. Иоганн Кеплер, анализируя свои многолет-
ние астрономические наблюдения, пришел к выводу, что планеты движутся
вокруг Солнца по эллиптическим орбитам. Однако, строго говоря, он на-
шел только первое приближение траекторий планет. Если бы в Солнечной
системе существовала только одна планета, то ее движение действительно
было бы эллиптическим. Иными словами, в отсутствие влияния планет друг
на друга их орбиты будут эллиптическими. Именно такой вывод и сделал
Иоганн Кеплер, опираясь на свои расчеты. Но эти расчеты были основаны
на недостаточно точных наблюдениях, не позволяющих в то время сделать
заключение об истинных траекториях движения планет. Полное решение
задачи Кеплера в 1710 г. дал И. Бернулли.

На самом деле в Солнечной системе планеты хотя и слабо, но все
же влияют друг на друга, возмущая эллиптическое движение. Такое воз-
мущение приводит к тому, что фактически орбиты представляют собой де-
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Рис. 2.15. Прецессия перигелия планеты, вращающейся вокруг Солнца (смещение
сильно преувеличено)

формированные эллипсы с медленной прецессией, т. е. при каждом обороте
планеты вокруг Солнца их перигелий смещается на некоторую величину
(рис. 2.15). Максимальное значение прецессии демонстрирует Меркурий.
Смещение его перигелия, обусловленное влиянием остальных планет, оце-
нивается величиной ∼ 532′′ за 100 лет [58] 1.

Эта планетарная задача, сводящаяся в общем случае к известной про-
блеме N тел, относится к одному из самых важных вопросов, появившихся
в результате развития как математики, так и физики. В свое время в 1885 го-
ду королем Швеции и Норвегии Оскаром II была даже учреждена премия
за ее решение: «Дана система из произвольно большого числа материальных
точек, взаимодействующих друг с другом по законам Ньютона. Попытай-
тесь представить (при условии, что никакие две точки никогда не столкнут-
ся) координаты каждой точки в виде рядов от переменной, которая является
некоторой известной функцией времени и для всех значений которой ряд
сходится равномерно» 2. Таким образом, основной задачей было не толь-
ко найти формальное разложение решений задачи N тел, но и доказать

1Подчеркнем, что мы рассматриваем только ньютоновское взаимодействие.
2Недавно вышла замечательная книга [75], где описана история развития небесной меха-

ники и нелинейной динамики от Исаака Ньютона до наших дней.
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сходимость этих рядов. Последняя часть как раз и представляла основную
трудность.

Не останавливаясь на истории вопроса, отметим только, что премию
получил Анри Пуанкаре за неоценимый вклад в развитие задачи N тел
и связанные с ней фундаментальные задачи динамики.

Понадобилось очень много времени, чтобы понять, что проблема N
тел не проста, и для ее решения требуется использовать мощные ме-
тоды, которые как раз и были развиты создателями КАМ-теории —
А. Н. Колмогоровым, В. И. Арнольдом и Ю. Мозером. КАМ-теория позволя-
ет построить не только сходящуюся процедуру разложения, но и является
важным пунктом в понимании природы возникновения хаоса. Кроме того,
эта теория и ее следствия оказались очень важными для многих разделов
современной науки (чистой и прикладной математики, механики, физики
и даже численного анализа!).

За последние годы в теории КАМ достигнут значительный прогресс,
и она продолжает быть весьма активной областью исследований (см. [30,
184,205] и данные там ссылки). Ниже мы представим основные положения
этой теории и опишем некоторые важные ее следствия.

16.1 Теорема Колмогорова

Рассмотрим невозмущенную полностью интегрируемую систему с га-
мильтонианом H = H0(J ). В переменных действие–угол ее динамика опи-
сывается уравнениями

α̇i = ∂H
∂Ji

,

J̇i = 0, i = 1, 2, . . . , n.
(2.44)

Фазовое пространство такой системы 2n-мерно и представляет собой со-
вокупность n-мерных инвариантных торов. Что произойдет, если немного
возмутить систему (2.44), так что H = H0(J ) + εH1(α,J ), ε � 1? Со-
хранятся или разрушатся в этом случае торы? Казалось бы, возмущение
изменит гамильтониан, что позволит фазовым кривым покинуть тор и сво-
бодно блуждать по пространству уровня энергии. Например, для задачи о
двух гармонических осцилляторах (см. §14) возмущение нелинейным обра-
зом свяжет их и, как следствие, разрушит торы.

Однако эти рассуждения не являются верными. Теория КАМ утвер-
ждает, что при достаточно малых ε большинство нерезонансных торов со-
храняется и лишь немного деформируется. «Большинство» в данном случае
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означает, что все резонансные торы (отвечающие периодическому движе-
нию) и часть нерезонансных торов разрушатся, но это множество будет
мало́ по сравнению с множеством сохранившихся в результате возмущения
нерезонансных торов.

Условия применимости КАМ-теории следующие.

• Невозмущенный гамильтониан должен удовлетворять условию невы-
рожденности:

det

∣∣∣∣
∂ωi
∂Jk

∣∣∣∣ = det

∣∣∣∣∣
∂2H0

∂Ji∂Jk

∣∣∣∣∣ 6= 0, i = 1, 2, . . . , n.

Это означает, что частоты невозмущенной системы функционально
независимы.

• Возмущение должно быть гладким, т. е. необходимо, чтобы гамильто-
ниан H1 имел достаточное число непрерывных производных.

• Система должна находиться вне окрестности резонанса, т. е.
∣∣∣∣∣∣

∑

j

kjωj

∣∣∣∣∣∣
> c |k |−r , k = (k1, k2, . . . , kn) , (2.45)

где r зависит от числа степеней свободы n, а постоянная c определяется
величиной возмущения εH1 и параметром нелинейности γ (см. §15).
Заметим, что из этого неравенства можно получить условие умеренной
нелинейности (2.40).

При выполнении приведенных требований смысл теории КАМ состоит
в следующем. При достаточно малых ε < ε0 энергетическую гиперповерх-
ность H = E системы можно разбить на две области ненулевого объема.
Бо́льшая из них содержит деформированные нерезонансные торы невозму-
щенной задачи, а меньшей области (объем которой стремится к нулю при
ε→ 0) движение оказывается очень сложным; оно отлично как от периоди-
ческого, так и от квазипериодического типов движений.

Иными словами, для большинства начальных условий в системе, близ-
кой к интегрируемой, квазипериодическая динамика сохранится. Имеются,
однако, начальные условия, для которых существовавшие при ε = 0 (глав-
ным образом резонансные) торы разрушатся и движение станет нерегуляр-
ным. Именно эти разрушающиеся под действием возмущения торы и при-
водят систему к хаосу. Вот почему теория нелинейного резонанса, кратко
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представленная в §15, играет столь важную роль. Траектории, начавшиеся
в области разрушенных торов, могут свободно блуждать по энергетической
поверхности. Это проявляется на поверхности сечения как множество слу-
чайно разбросанных точек.

Заметим, что в большинстве случаев при общем анализе гамильтоно-
вых систем получаются заниженные значения параметра ε0 по сравнению
с реальной величиной, точное определение которой при исследовании кон-
кретного гамильтониана вида (2.12) является достаточно сложной задачей
и обычно проводится численно.

Интересно, что при малых ε далекие от резонанса торы сохраняются
для произвольных гладких возмущений. Но с ростом ε картина качествен-
но меняется: торы начинают разрушаться, а область хаотичности — расти.
В конце концов это приводит к перекрытию первичных резонансов (см. §15)
и возникновению явления, которое в гамильтоновой динамике называется
глобальным хаосом [116]. При этом в системе не остается ни одного из тех
торов, что были близки к торам невозмущенной задачи, хотя могут появить-
ся и другие торы. Фазовая траектория в такой системе способна двигаться
поперек хаотических слоев (см. § 17).

Однако при ε � 1 резонансы не перекрываются и решения лежат
на слегка деформированных инвариантных торах. Здесь имеется качествен-
ное различие в динамике систем с двумя степенями свободы n = 2 и систем
с числом степеней свободы n > 2.

16.2 Диффузия Арнольда

В случае двух степеней свободы фазовое пространство является че-
тырехмерным, энергетическая гиперповерхность (или пространство уров-
ня энергии) H = E — трехмерной, а инвариантные торы — двумерными.
Это позволяет представить такие торы «погруженными» в трехмерное про-
странство уровня энергии H = E (рис. 2.16). Следовательно, они будут раз-
делять его на непересекающиеся области. Тем самым, разрушенные торы
оказываются зажатыми между сохранившимися после возмущения торами
(рис. 2.17). Фазовая траектория, начавшаяся в области такого разрушенного
тора (т. е. в щели между двумя инвариантными торами), поскольку траекто-
рии не могут пересекаться, останется запертой здесь навсегда. Это означает,
что соответствующие переменные действия практически не меняются и при
движении остаются вблизи своих начальных значений. Поэтому для систем
с двумя степенями свободы, удовлетворяющих условию КАМ-теории, при
всех начальных условиях эволюция отсутствует и сохраняется глобальная
устойчивость [23, 30].
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Рис. 2.16. Семейство торов полностью интегрируемой системы с двумя степенями
свободы

При n > 2 инвариантные торы уже не делят (2n − 1)-мерную энер-
гетическую гиперповерхность на непересекающиеся части, и области раз-
рушенных торов сливаются, образуя сложную единую сеть — т. н. хаотиче-
скую паутину Арнольда. Двигаясь по нитям этой паутины, фазовая точка
на гиперповерхности заданной энергии может сколь угодно близко подойти
к любой его точке или удалиться на значительное расстояние от своего пер-
воначального положения. Это случайное блуждание по резонансам вокруг
инвариантных торов называется диффузией Арнольда [22, 23, 30, 116].

Рис. 2.17. Сохранение глобальной устойчивости системы с двумя степенями сво-
боды, близкой к интегрируемой: а — разрушенные торы зажаты в щелях между
сохранившимися и слегка деформированными торами; б — соответствующая карти-
на в отображении Пуанкаре
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Таким образом, малые возмущения в системах с более чем двумя степе-
нями свободы могут не только качественно преобразовать динамику систе-
мы, но и изменить топологию фазовых траекторий, преобразовав их в свя-
занную сеть.

Характерной особенностью диффузии Арнольда является ее универ-
сальность, т. е. не существует критического значения возмущения ε, необ-
ходимого для ее возникновения. Иными словами, диффузия имеет место
всегда, даже при сколь угодно малых ε. При этом, очевидно, скорость диф-
фузии стремится к нулю при уменьшении возмущения. Следовательно, для
гамильтоновых систем число степеней свободы которых n > 2, перемен-
ные действия могут медленно эволюционировать, что соответствует отсут-
ствию глобальной устойчивости. Эта эволюция в общем случае происходит
достаточно медленно и может быть различной в разных частях фазового
пространства.

Еще одно свойство систем, которым свойственна диффузия Арнольда,
состоит в том, что в их динамике не может наблюдаться резкого перехо-
да к глобальному хаосу, возникающему вследствие перекрытия резонансов.
Это объясняется тем, что в таких системах области с хаотическим поведени-
ем уже связаны между собой в единую сеть. При этом диффузия Арнольда
является очень медленной по сравнению с движением траекторий в области
глобальной хаотичности.

Поясним формально, почему инвариантные торы делят пространство
уровня энергии только при n = 2 [523]. Рассмотрим сначала некоторую k-
мерную область. Эта область разобьется на непересекающиеся части только
в том случае, если размерность разделяющей ее гиперповерхности равна k−
− 1. Для автономных гамильтоновых систем размерность пространства D
уровня энергии равна 2n− 1. Следовательно, размерность границ, которые
бы делили D на непересекающиеся области, должна быть равна 2n − 2.
Для того, чтобы инвариантные торы разделяли пространство D, их размер-
ность n должна удовлетворять условию n > 2n− 2, или n 6 2.

Рассмотрим подробнее, как же происходит «разрушение» резонансных
торов и рождается хаос.

17. Природа хаоса

Вопрос о разрушении торов с резонансными частотами и рождении
хаоса восходит к знаменитой теореме о неподвижной точке Пуанкаре–
Биркгофа [48, 458]. Несмотря на некоторую абстракцию, этот результат
имеет непосредственное отношение к движению гамильтоновых систем,
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т. к. помогает установить существование периодических решений. Это сле-
дует из того, что неподвижные точки отображения Пуанкаре соответствуют
периодическим траекториям систем дифференциальных уравнений.

17.1 Отображение поворота

Будем рассматривать систему с двумя степенями свободы n = 2 и га-
мильтонианом H(q1, p1, q2, p2), хотя изложенные ниже результаты можно
обобщить и на многомерный случай. Данное упрощение позволит полу-
чить наглядное представление о всей сложности явлений, происходящих
в гамильтоновых системах. В такой системе величина H является полной
энергией и потому постоянна. Следовательно, всегда при данном значе-
нии H = E поток (т. е. совокупность решений) будет трехмерным. Это
дает возможность рассмотреть вместо непрерывной эволюции системы со-
ответствующее отображение Пуанкаре. Таким образом, утверждение о су-
ществовании инвариантных торов будет эквивалентно утверждению о том,
что в отображении Пуанкаре множество точек образуют инвариантную за-
мкнутую кривую. В резонансном случае, очевидно, вместо замкнутой кри-
вой получится конечный набор точек, последовательно переходящих друг
в друга.

Рассмотрим, как аналитически можно построить это отображение. Для
интегрируемой системы в переменных действие–угол фазовое пространство
представляет собой множество вложенных торов. Запишем поток на одном
из них:

α1(t) = ω1t+ α1(0),

α2(t) = ω2t+ α2(0),

где ω1 = ω1(J1, J2) = ∂H/∂J1 и ω2 = ω2(J1, J2) = ∂H/∂J2. Очевидно,
полный оборот вдоль координаты α2 происходит за время t2 = 2π/ω2.
В течение этого промежутка изменение переменной α1 составит

α1(t+ t2) = α1(t) + ω1t2 = α1(t) +
2πω1
ω2

= α1(t) + 2πρ(J1).

Введенная здесь величина ρ = ω1/ω2 называется числом вращения. По-
скольку движение происходит в пространстве уровня энергии, то J2 =
= J2(J1, E). Поэтому при заданном E число ρ является функцией только
переменной J1.

Допустим теперь, что в качестве секущей поверхности выступает плос-
кость (α1, J1), т. е. α2 = const. Тогда точки xk пересечений фазовой тра-
ектории с этой плоскостью можно записать как xk = (α1(t+ kt2), J1)
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(рис. 2.18а). Стало быть, решения исходной системы на данном торе можно
представить как преобразование P0, которое переводит одну точку пере-
сечения xk в следующую за ней точку xk+1 по инвариантной окружности
«радиуса» J1. Вводя обозначение Jk ≡ J1(t+kt2), такое перемещение точек
можно записать как

P0 :





αk+1 = αk + 2πρ(Jk),

Jk+1 = Jk.
(2.46)

Как видно из этого соотношения, число вращения ρ, вообще говоря, зависит
от радиуса окружности.

Рис. 2.18. Система с двумя степенями свободы (а) и ее отображение Пуанкаре (б)

Когда ρ иррационально, то при k → ∞ точки xk заполнят всю окруж-
ность. При рациональном ρ = l/m они будут через каждые m шагов по-
следовательно переходить друг в друга (рис. 2.18б). Поэтому в таком пред-
ставлении можно говорить о нерезонансных и резонансных окружностях.
Обозначим такие окружности как C.

При переходе от окружности к окружности число вращения меняется.
Предположим для определенности, что ρ(J) возрастает с увеличением J .
Тогда, по мере удаления от начала координат, угол, на который поворачива-
ется окружность, в среднем будет возрастать. Это приводит к закручиванию
радиальной линии точек под воздействием P0 (рис. 2.19). Поэтому преоб-
разование (2.46) называется закручивающим отображением (или иногда
отображением поворота). Поскольку это отображение переводит точки
окружности C в некоторые точки той же окружности C, то говорят, что
оно преобразует (отображает) окружность в себя. Поэтому, обобщая соот-
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Рис. 2.19. Действие невозмущенного закручивающего отображения

ношение (2.46), можно записать:

P0(C) = C.

Иными словами, окружность C является инвариантной относительно пре-
образования P0. Важным свойством отображения P0, которое будет исполь-
зовано ниже, является его консервативность, т. е. фазовый объем под дей-
ствием P0 сохраняется.

Рассмотрим теперь возмущенную систему (2.13) с гамильтониа-
ном (2.12). На поверхности сечения учет возмущения соответствует вве-
дению в закручивающее отображение дополнительных слагаемых:

Pε :





αk+1 = αk + 2πρ(Jk) + εf(Jk, αk),

Jk+1 = Jk + εg(Jk, αk),
(2.47)

где f и g — периодические функции по α. При этом преобразование Pε
должно по-прежнему сохранять площадь, иначе инвариантные окружности,
как правило, не существуют. Согласно теории КАМ (см. §16), под действием
малого возмущения, ε� 1, большинство окружностей с иррациональным ρ
сохраняются и лишь немного деформируются. Рассмотрим, что происходит
с окружностями в области рациональных значений ρ = l/m, т. е. резонанса,
где соотношение (2.45) не выполняется. Именно в этой области, как уже
отмечалось в §16, рождается хаотическое движение.

17.2 Теорема о неподвижной точке

Вернемся пока к интегрируемому случаю. При ρ(J) = l/m любая
точка на окружности через m шагов перейдет в свое первоначальное поло-
жение, т. е. будет периодической с периодомm. Обозначим эту резонансную
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окружность как C и рассмотрим две нерезонансные инвариантные окруж-
ности C+ и C−, лежащие по обе стороны от нее (рис. 2.20а). Поскольку ρ(J)
возрастает с J (см. рис. 2.19), то для таких окружностей их иррациональные
числа вращения будут удовлетворять соотношениям ρ > l/m и ρ < l/m,
соответственно. После действия отображения P0 подряд m раз (обозначим
такое действие как Pm0 ) точки окружности C+ повернутся на угол, боль-
ший, чем 2π, а точки окружности C− — на угол, меньший, чем 2π. Поэтому
относительно C кажется, что отображение закручивает C+ против, а C− —
по часовой стрелке (см. рис. 2.20а).

Применение m раз отображения P0 означает, что через m шагов на-
чальная точка вернется в свое исходное положение. Поэтому такая точка
называется периодической с периодом m. При m = 1 отображение P0

оставляет точку на месте. В этом случае говорят, что точка является непо-
движной. Соответственно, для Pm0 периодическая точка периода m будет
неподвижной.

Рис. 2.20. Инвариантные окружности C, C+ и C− невозмущенного закручивающего
отображения P0 при ρ = l/m, ρ > l/m и ρ < l/m, соответственно (а). Результат
действия возмущения Pε (б)

Рассмотрим теперь возмущенное отображение (2.47). Согласно теории
КАМ, окружности C+ и C− при действии возмущения сохраняются и только
немного деформируются. Обозначим такие замкнутые кривые как C+

ε и C−ε ,
соответственно. Они инвариантны относительно преобразования Pε:

Pε
(
C+
ε

)
= C+

ε , Pε
(
C−ε
)

= C−ε .
Допустим, что параметр ε достаточно мал, так чтобы относительный пово-
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рот C−ε и C+
ε сохранялся при действии Pmε . Тогда на каждом радиусе α =

= const между кривыми C−ε и C+
ε найдется некоторая точка Jp(α, ε), угловые

координаты которой поворачиваются отображением Pmε ровно на 2π. Сле-
довательно, для этой точки угловые координаты при действии Pmε сохра-
няются. На каждом из радиусов, проведенных из центра, лежит одна такая
точка. А так как возмущение Pε гладко, то эти точки Jp(α, ε) образуют
некоторую замкнутую кривую Γε (рис. 2.20б), которая стягивается к C при
ε→ 0. Эта кривая Γε не будет инвариантной относительно преобразования
Pε. Действие Pmε состоит в смещении каждой точки кривой Γε в ради-
альном направлении. Значит, вместо Γε образуется новая кривая Pmε (Γε)
(рис. 2.21а).

Рис. 2.21. Преобразование кривой Γε в кривую Pε(Γε) при действии отображения Pε

(а) и возникающие при этом эллиптические и гиперболические точки (б)

Далее вспомним, что отображение Pε консервативно. Стало быть, обе
кривые, Γε и Pmε (Γε), должны ограничивать одинаковые площади. Поэтому
кривая Pmε (Γε) не может находиться ни внутри, ни снаружи кривой Γε.
Следовательно, в общем случае они должны пересекаться3 в четном числе
точек (рис. 2.21а). В свою очередь, каждая из таких точек пересечения будет
неподвижной для возмущенного преобразования Pmε .

В этом состоит основной смысл теоремы Пуанкаре–Биркгофа о непо-
движной точке [48, 458], согласно которой возмущенное закручивающее
отображение (2.47) с числом вращения ρ = l/m имеет 2im, i = 1, 2, . . .,
неподвижных точек. Таким образом, в результате возмущения резонансной

3Мы не рассматриваем возможность касания, т. к. это исключительная ситуация.
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окружности (для нее, напомним, каждая точка является неподвижной для
преобразования Pm0 ) сохраняется лишь четное число 2im неподвижных то-
чек.

Рассмотрим одну из точек p пересечения кривых Γε и Pmε (Γε)
(см. рис. 2.21б). Для отображения Pmε она будет неподвижной. Преобра-
зование же Pε, действуя на p, порождает последовательность точек p, Pεp,
P 2
ε p, . . ., P

m−1
ε p, т. е. после m итераций точка p возвратится в исходное

положение. Но каждая из них будет неподвижной точкой для Pmε . Сле-
довательно, имеется m неподвижных точек, которые связаны с исходной
точкой p. В силу того что пересечение кривых Γε и Pmε (Γε) происходит
в четном числе точек, всего получается 2im неподвижных точек.

17.3 Эллиптические и гиперболические точки

Если детально рассмотреть действие отображения Pε в окрестности
различных точек p, то можно заметить качественную разницу. Вблизи одних
соседние точки остаются рядом с p, как бы вращаясь вокруг них, вблизи дру-
гих — стремятся покинуть окрестность p. При этом такие точки чередуются
(рис. 2.21б). Движение подобного рода наблюдается в фазовом пространстве
нелинейного маятника (см. рис. 2.2). Поэтому такие точки называются эл-
липтическими и гиперболическими, соответственно. Эллиптические точки
окружены семейством замкнутых траекторий, инвариантных относитель-
но Pmε , которые образуют некие «островки», тогда как гиперболические
соединяются посредством сепаратрис. Эта картина является типичной для
нелинейных систем с малым возмущением и всегда возникает вблизи резо-
нанса.

Каждый островок удовлетворяет КАМ-теории. Следовательно, боль-
шинство нерезонансных окружностей сохранится. Однако здесь существу-
ют и резонансы. В окрестности каждого из них в соответствии с теоремой
Пуанкаре–Биркгофа о неподвижной точке появится череда эллиптических
и гиперболических точек, но в более мелком масштабе (рис. 2.22). В свою
очередь, островок вблизи каждой из этих эллиптических точек в мини-
атюре будет воспроизводить всю структуру в целом. Замкнутые кривые
в окрестности эллиптических точек соответствуют меньшим торам. Некото-
рые из этих мелких торов будут, согласно КАМ-теории, сохраняться, другие
вследствие резонансов более высоких порядков — разрушатся на меньшие.
И так до бесконечности. Таким образом, резонанс приводит к очень сложной
картине, которая при любом изменении масштаба повторяется, т. е. является
самоподобной.
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Рис. 2.22. Распад торов с рациональным отношением частот и возникновение само-
подобной структуры

Рассмотрим теперь, что происходит в окрестности гиперболических то-
чек, следуя изложению [26, 234]. Каждая из них характеризуется четыремя
инвариантными направлениями (или ветвями сепаратрисы): двумя устойчи-
выми (ws), которые входят в гиперболическую точку H, и двумя неустойчи-
выми (wu), которые выходят из H (рис. 2.23). Поскольку мы рассматриваем
отображение Пуанкаре, то в исходном фазовом пространстве эти кривые
будут соответствовать поверхностям или инвариантным устойчивым W s

и неустойчивым W u многообразиям гиперболической точки.4

Рис. 2.23. Устойчивые (ws) и неустойчивое (wu) направления гиперболической точ-
ки H в отображении Пуанкаре (а) и соответствующие многообразия W s и W u

в фазовом пространстве (б)

4Индексы s и u происходят от английских слов stable — устойчивый и unstable — неустой-
чивый.
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На сепаратрисе период колебаний бесконечен (см. §14). Поэтому, если
некоторая точка q принадлежит устойчивой ветви ws, то под действием
отображения P она будет экспоненциально медленно приближаться к H,
т. е.

lim
k→∞

P kq → H.

Если же q ∈ wu, то точка q будет экспоненциально медленно стремиться
покинуть окрестность H, т. е.

lim
k→∞

P−kq → H.

17.4 Расщепление сепаратрис

В случае интегрируемой системы устойчивые и неустойчивые много-
образия гиперболических точек могут соединяться друг с другом, образуя
гладкие структуры. В отображении Пуанкаре такое строение выглядит как
плавный переход от неустойчивой ветви сепаратрисы в устойчивую. При
этом они могут замыкаться на одну гиперболическую точку (рис. 2.24а) или,
как мы видели выше (см. §15), соединять несколько таких точек, образуя
«гирлянды» (рис. 2.24б). В первом случае устойчивая ws и неустойчивая wu

ветви сепаратрисы образуют петлю, которая называется гомоклинической
кривой. Она представляет собой двоякоасимптотическую траекторию, кото-
рая характеризуется тем, что любая точка q, находящаяся на такой петле,
всегда стремится к H, т. е. lim

k→±∞
P kq → H. Внутри гомоклинической кри-

вой существует эллиптическая точка.
Во втором случае кривые, состоящие из устойчивых и неустойчи-

вых ветвей сепаратрисы, называются гетероклиническими траекториями.
Двигаясь по таким траекториям, мы экспоненциально медленно удаляемся
от одной гиперболической точки и приближаемся к другой.

В случае возмущения ветви сепаратрисы уже не образуют такие глад-
кие гомоклинические и гетероклинические соединения, а могут пересекать-
ся. Если точка пересечения образована устойчивой и неустойчивой ветвями
сепаратрисы одного и того же резонанса, то она называется гомоклиниче-
ской точкой (рис. 2.25а). Если же пересекаются устойчивая и неустойчивая
ветви от разных гиперболических точек (резонансов), то образуется гете-
роклиническая точка (рис. 2.25б). Рассмотрим, как эволюционируют такие
точки при действии отображения Pε.

Пусть q — гомоклиническая точка, q′ ∈ ws и q′′ ∈ wu — соседние с ней
точки (см. рис. 2.26а). После действия Pε эти две точки должны отобра-
зиться в точки Pεq

′ и Pεq
′′. Где должна находиться точка Pεq, в которую

17. Природа хаоса 161

Рис. 2.24. Гомоклиническая (а) и гетероклиническая (б) траектории, образованные
ветвями сапаратрисы

(á)
(a)

H

q

q

Рис. 2.25. Гомоклиническая (а) и гетероклиническая (б) точки

перейдет q после действия Pε? Как видно на рис. 2.26а, следуя направлени-
ям движения по устойчивой и неустойчивой ветвям, q расположена перед
точками q′ и q′′. Поэтому, в силу непрерывности отображения Pε, она долж-
на перейти в точку, которая также будет расположена одновременно перед
точками Pεq′ и Pεq′′. Значит, должно образоваться новое пересечение, т. е.
новая гомоклиническая точка Pεq (рис. 2.26б).

Иными словами, поскольку ветви ws и wu являются инвариантны-
ми, то после действия отображения мы должны остаться как на одной так
и на другой ветвях сепаратрисы. Следовательно, появляется новая точка
пересечения Pεq. При этом между точками q и Pεq образуется петля.

Рассуждая аналогичным образом, легко видеть, что точка Pεq отобра-
зится в точку P 2

ε q, формируя другую петлю (рис. 2.27). Поскольку новая
точка P 2

ε q оказывается расположенной ближе к гиперболической точке H,
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Рис. 2.26. Отображение соседних точек q′ и q′′

то расстояние между P 2
ε q и Pεq будет меньше, чем расстояние между Pεq

и q. Вспомним, что одним из свойств отображения Pε является сохранение
фазового объема. Это означает, что площади, ограниченные петлями меж-
ду q, Pεq и Pεq, P 2

ε q должны быть равны. Следовательно, вторая петля будет
более вытянутой и изогнутой, чем первая.

Продолжая рассуждения, мы приходим к выводу, что в результате по-
является бесконечное множество пересечений ветвей сепаратрисы, которые
все более и более сближаются, а появляющиеся при этом петли становятся
все более длинными и тонкими (рис. 2.28а). Подобным же образом ведет
себя и устойчивая ветвь сепаратрисы ws (рис. 2.28б). Это нетрудно понять,
если двигаться по ws в противоположном направлении. Таким образом,

H

q

Pqe

Pqe

2

Рис. 2.27. Образование петель из сепаратрис
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(á) (â)(à)

Рис. 2.28. Гомоклинические сплетения в окрестности гиперболической точки

Рис. 2.29. Образование гетероклинических сплетений

в целом картина в окрестности гиперболических точек оказывается чрез-
вычайно сложной (рис. 2.28в).

Для гетероклинических траекторий в результате пересечения сепара-
трис образуются несколько иные структуры. Неустойчивая ветвь wu, вы-
ходящая из гиперболической точки H1, осциллирует, приближаясь к ги-
перболической точке H2, расположенной справа. Устойчивая же ветвь ws

осциллирует, когда удаляется от H1 (рис. 2.29). То же самое происходит
с устойчивой и неустойчивой ветвями, расположенными в нижней части
рисунка (для удобства они не показаны).

Таким образом, возмущение, вносимое в интегрируемую систему, при-
водит к тому, что сепаратрисы уже не гладкие, как на рис. 2.24, а слож-
ным образом расщепляются. Поэтому такое явление называется расщепле-
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Рис. 2.30. Сечение фазового пространства гамильтоновых систем с малым возмуще-
нием

нием сепаратрис. При этом структуры, образованные ветвями сепаратрисы
в области гиперболических точек, называются гомоклиническими и гетеро-
клиническими сплетениями. Именно такое сложное поведение сепаратрис
и является причиной возникновения хаоса в детерминированных системах.
На рис. 2.10 видно, что хаотические траектории образуются как раз вблизи
гиперболических точек.

В области гомоклинических сплетений не могут существовать инвари-
антные торы. Это означает, что здесь системы оказываются неинтегриру-
емыми и, как следствие, обладающими хаотическими свойствами. Однако
при других начальных условиях из окрестности сохранившихся торов ди-
намика систем будет регулярной.

Теперь можно представить всю картину в целом, возникающую в фа-
зовом пространстве и на поверхности сечения множества инвариантных
торов. Разрушение резонансных окружностей вследствие возмущения со-
провождается появлением 2im гиперболических и эллиптических точек.
В окрестности каждой эллиптической точки имеется семейство замкнутых
инвариантных кривых, часть из которых тоже разрушается из-за возму-
щения. Это приводит к появлению более мелкой цепи из эллиптических
и гиперболических точек. В области каждой из гиперболических точек се-
паратрисы расщепляются и возникают их сплетения (рис. 2.30).

Однако вспомним, что все это происходит не на поверхности сече-
ния, а в фазовом пространстве, образованном совокупностью торов. Таким
образом, общая картина движения фазовых траекторий получается очень
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Рис. 2.31. Структура фазового пространства возмущенных гамильтоновых систем
с двумя степенями свободы [346]

сложной (рис. 2.31). Такая структура повторяется на все меньшем и мень-
шем масштабе и характерна для систем, близких к интегрируемым. В этом
многообразии движений и состоит причина их хаотического поведения.

С увеличением возмущения разрушаются также и некоторые нерезо-
нансные окружности. Это особенно четко видно на примере задачи Эно–
Эйлеса (рис. 2.9). Но если возмущение H1 мало́, то хаотические траектории
будут существовать только в ограниченной инвариантными кривыми обла-
сти фазового пространства.

Впервые доказательство существования гомоклинических точек и се-
паратрис, образующих сплетения, было получено А. Пуанкаре при изуче-
нии задачи трех тел [167]. Он достаточно образно описал эти структуры
в заключительном томе «Новых методов . . . »: «Если попытаться предста-
вить себе фигуру, образованную этими двумя кривыми и их бесчисленными
пересечениями, каждое из которых соответствует двоякоасимптотическому
решению, то эти пересечения образуют нечто вроде решетки, ткани, сети
с бесконечно тесными петлями; ни одна из двух кривых никогда не должна
пересечь саму себя, но она должна навиваться на саму себя очень сложным
образом, чтобы пересечь бесконечно много раз все петли сети.»

Таким образом, КАМ-теория и теорема о неподвижной точке выявля-
ют всю сложность и многообразие динамики нелинейных гамильтоновых
систем с внешними возмущениями. С количественным критерием, позволя-
ющим оценить расстояние между сепаратрисами и получить условия воз-
никновения гомо- и гетероклинического хаоса, мы познакомимся в §21.5.
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18. Основные свойства хаотических систем: эргодичность,
перемешивание, расцепление корреляций

Для дальнейшего изучения эволюции систем типа (2.1) в фазовом про-
странстве необходимо ввести некоторые новые понятия и определения.

Рассмотрим динамическую систему, задаваемую обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями

ẋ = f(x), (2.48)

где f = {f1, . . . , fn} — векторная функция, обычно предполагаемая глад-
кой, а x = {x1, . . . , xn} — n-мерный вектор с компонентами x1, . . . , xn,
характеризующий состояние динамической системы. Функция F (t, ci), ci =
= const, i = 1, 2, . . . , n, которая при подстановке в уравнения (2.48) об-
ращает их в тождества, называется решением системы. Задание начальных
условий x(0) = x0 однозначно определяет решение в любой момент вре-
мени t:

x(t) = F (t,x0). (2.49)

Если уравнения (2.48) описывают динамику гамильтоновой системы,
то в этом случае компоненты xi вектора x = {x1, . . . , xn} обозначают сово-
купность канонических переменных xj ≡ qj , xk ≡ pk, k, j = 1, 2, . . . , n/2.

Всякое решение x(t) (2.49) системы (2.48) геометрически можно пред-
ставить как линию в n-мерном пространстве, образованном переменны-
ми x1, . . . , xn. Это n-мерное пространство называется фазовым простран-
ством системы; обозначим его M . Каждому состоянию динамической
системы соответствует точка в этом пространстве, и каждой точке из про-
странства M соответствует единственное состояние системы. Изменение
состояния системы можно интерпретировать как движение некоторой точ-
ки (называемой изображающей) в фазовом пространстве. Траектория такой
изображающей точки, т. е. ее последовательные положения в фазовом про-
странстве M , называется фазовой траекторией.

Предположим, что в момент времени t0 система (2.48) с фазовым про-
странством M находилась в состоянии x0. Тогда в другой момент време-
ни t 6= t0 ее состояние, вообще говоря, будет иным. Обозначим это новое
состояние как F tx0. Таким образом, для каждого t мы определили оператор
эволюции, или отображение сдвига, F t : M →M фазового пространстваM
в себя. Это отображение F t переводит систему из состояния, в котором она
находилась в момент времени t0, в состояние в момент времени t. Други-
ми словами, решение (2.49) уравнений (2.48) ставит в соответствие точке
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xi(t0), i = 1, 2, . . . , n, фазового пространства M в момент времени t0 опре-
деленную точку xi(t) фазового пространства в момент t:

F tx0 = x(t). (2.50)

Следовательно, любая область Ω0 фазового пространства под действием
отображения F t перейдет через время t (если, конечно, F t — не тожде-
ственное отображение) в некоторую другую область Ωt = F tΩ0. Схемати-
чески это изображено на рис. 2.32. Отображение F t : M → M называют
также фазовым потоком, а функцию f(x) — векторным полем фазовой
скорости данной динамической системы с фазовым пространством M .

Рис. 2.32. Действие отображения

� t:
M →M фазового пространства в себя для
гамильтоновой системы

Рис. 2.33. Действие фазового
потока

�t для гармоническо-
го осциллятора

Рассмотрим два характерных примера, поясняющих действие фазового
потока.

1. Гармонический осциллятор единичной массы.
Гамильтониан для такой задачи имеет вид H = (1/2)p2 + (1/2)ω2

0q
2,

а уравнения движения запишутся как q̇ = p, ṗ = −ω2
0q. Переход к пере-

менным действие-угол осуществляется следующими каноническими пре-
образованиями: p =

√
2ω0J cosα, q = −

√
2J/ω0 sinα. Тогда функция

Гамильтона и система канонических уравнений, соответственно, примут
вид H = ω0J , J̇ = 0, α̇ = ω0. Отсюда сразу находим решение: J(t) = J0,
α(t) = α0 + ω0t. Таким образом, действие отображения F t в перемен-
ных действие-угол для гармонического осциллятора сводится к повороту
(рис. 2.33).
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2. Рассмотрим теперь систему, фазовый объем которой не сохраняется
со временем. Пусть

ẋ = αx, ẏ = αy, α > 0. (2.51)

В этом случае начальный объем Ω0 с течением времени неограниченно
возрастает: x(t) = x0 exp(αt), y(t) = y0 exp(αt). Действие фазового потока
для такой системы показано на рис. 2.34.

Рис. 2.34. Действие фазового потока

�t для системы, фазовый объем которой со вре-
менем не сохраняется

Ниже рассматриваются только консервативные системы, для которых
имеет место сохранение с течением времени фазового объема.

18.1 Эргодичность

Напомним определения среднего по времени значения функции (или
среднего вдоль траектории динамической системы) и фазового среднего.

Рассмотрим некоторую интегрируемую функцию n перемен-
ных h(x1, . . . , xn) ≡ h(x). Если величины xi — динамические перемен-
ные, то, вообще говоря, h будет (через xi) зависеть от времени: h = h(x(t)).
Средним по времени значением такой функции называется величина

h(x0) = lim
T→∞

1
T

T∫

0

h(x(t)) dt. (2.52)
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Строгое рассмотрение вопроса об условиях применимости формулы
(2.52) можно найти в [115, 179]. Вспомнив, что F tx0 = x(t) (см. (2.50)),
из (2.52) найдем

h(x0) = lim
T→∞

1
T

T∫

0

h(F tx0) dt. (2.53)

Можно показать, что для почти всех (т. е. для всех, кроме множества меры
нуль) начальных условий для x функция h(x0) является инвариантной, т. е.
не изменяется вдоль траектории [44].

Предположим, что фазовые кривые динамической системы не уходят
на бесконечность и движение происходит в некоторой ограниченной об-
ласти D с объемом VD фазового пространства. Тогда фазовым средним
функции h(x) называется величина

〈h〉 = 1
VD

∫

(D)

h(x) dV, dV ≡ dx1 . . . dxn. (2.54)

Движение динамической системы (2.48) называется эргодическим (или
динамическая система (2.48) называется эргодической), если для произволь-
ной интегрируемой функции h(x) и почти всех начальных условий x0 имеет
место равенство временных и фазовых средних функции h(x):

h(x0) = 〈h〉. (2.55)

Таким образом, для эргодической системы среднее по времени не зависит
от x0, т. е. от начальной точки траектории.

Рассмотрим произвольную область Ω внутри D, а в качестве h(x) возь-
мем такую функцию hΩ(x), что

hΩ(x) =

{
1, x ∈ Ω,

0, x 6∈ Ω,
(2.56)

т. е. равную единице, когда x принадлежит области Ω, и нулю — в противном
случае. Эта функция, очевидно, интегрируема:

1
VD

∫

(D)

hΩ(x) dV =
VΩ

VD
. (2.57)

Следовательно, фазовое среднее функции (2.56) есть «относительный объ-
ем» области Ω. Если движение динамической системы эргодично, то, как
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следует из (2.55), относительное время, проведенное фазовой траектори-
ей внутри любой области Ω, равно относительному объему этой области
и не зависит от выбора начальных условий. Иными словами, фазовая кри-
вая эргодической системы, в силу (2.55), (2.56), будет равномерно и плотно
заполнять всю область Ω.

Заметим, что для автономных гамильтоновых систем поток в некото-
ром ограниченном объеме фазового пространства, вообще говоря, не может
быть эргодическим согласно приведенному выше определению. Действи-
тельно, поскольку всегда имеется интеграл энергии, фазовая кривая обяза-
тельно должна располагаться на гиперповерхности H = E и поток может
быть эргодическим только на этой гиперповерхности. Если же существуют
и другие k интегралов движения, то при заданных значениях этих интегра-
лов эволюция гамильтоновой системы будет происходить на гиперповерхно-
сти размерности n−k−1, определяемой всеми k+1 интегралами движения,
в n-мерном фазовом пространстве. Именно эта гиперповерхность и явля-
ется энергетически доступной областью фазового пространства. С учетом
этого замечания условие эргодичности (2.55) следует переписать в виде

lim
T→∞

1
T

T∫

0

h(F tx0) dt = 1
SG

∫

(G)

h(x) dS, (2.58)

где интегрирование ведется по гиперповерхности G, a SG — «площадь»
этой гиперповерхности.

Таким образом, если движение гамильтоновой системы эргодично,
то с течением времени фазовая траектория равномерно и плотно будет
покрывать определяемую всеми интегралами движения гиперповерхность
в n-мерном фазовом пространстве.

Относительный объем VΩ/VD или «относительная площадь» SΩ/SD
некоторой области Ω представляет собой меру µ(Ω) этой области.5 Исполь-
зуя понятие меры, определение эргодичности (2.55) можно записать как

lim
T→∞

1
T

T∫

0

h(F tx0) dt =

∫

(D)

h(x) dµ, (2.59)

5Вообще говоря, меру можно вводить по-разному. Приведенный пример — это лишь част-
ный случай меры. Подробное рассмотрение вопросов, связанных с введением понятия меры,
можно найти в [88, 100]. Для наших целей, однако, достаточно понимать под мерой только
относительный объем области.
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где интегрирование ведется по всей доступной области (гиперповерхности)
фазового пространства; при этом

µ(D) =

∫

(D)

dµ = 1. (2.60)

Примером эргодического поведения может служить квазипериодиче-
ское движение гамильтоновой системы, имеющее место, например, в моде-
ли двух гармонических осцилляторов с иррациональным отношением ча-
стот (см. § 14). В этом случае фазовая кривая плотно покрывает поверхность
тора и движение на нем является эргодическим [116, 166].

18.2 Перемешивание. Непредсказуемость и необратимость

Свойство эргодичности — необходимое, но не достаточное условие ха-
отичности динамических систем [6,44,166]. В самом деле, рассмотрим дей-
ствие фазового потока F t на малую область Ω0, принадлежащую поверх-
ности двумерного инвариантного тора (рис. 2.35). Площадь этой области
задается как J1J2∆α1∆α2. В силу теоремы о сохранении фазового объема,
имеем (при ∆J ≡ ∆J1∆J2 и ∆α ≡ ∆α1∆α2)

d(∆J∆α)

dt
= ∆α

d(∆J)

dt
+ ∆J

d(∆α)

dt
= 0. (2.61)

Поскольку d(∆J)/dt = 0, то из (2.61) получим d(∆α)/dt = 0. Следо-
вательно, характерной особенностью эргодического движения гамильтоно-
вой системы на двумерном торе является неизменность не только объема,
но и формы области Ω0. Действие же фазового потока F t сводится про-
сто к перемещению Ω0 по поверхности тора (рис. 2.35). Вместе с тем,
существуют гамильтоновы системы (см. § 14) с более сложными режимами
движения. Для таких систем начальный элементарный объем, перемещаясь
по всей энергетически доступной гиперповерхности (как для эргодических
потоков), сильно деформируется, выпуская нерегулярного вида отростки,
но при этом не разрывается (рис. 2.36). Это приводит к тому, что спу-
стя некоторое время начальная область Ω0 таким образом распределится
по всей гиперповерхности, что ее кусочки можно будет обнаружить в любой
части гиперповерхности независимо от размеров, формы и расположения
исходной области Ω0. Такие системы, как говорят, обладают перемешива-
нием. Как будет видно из дальнейшего, свойство перемешивания, в отличие
от эргодичности, как раз и может служить критерием хаотичности движения
динамических систем.
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Рис. 2.35. Действие фазового потока

� t
на малую область Ω0 при квазиперио-
дическом движении

По существу, понятие переме-
шивания является очень простым.
Для его иллюстрации приведем клас-
сический пример Гиббса. Предполо-
жим, что в сосуде содержится 30%
чернил и 70% воды, причем в началь-
ный момент жидкости не переме-
шаны. Теперь хорошо взболтаем со-
держимое сосуда. Спустя некоторое
время (время перемешивания) есте-
ственно ожидать, что любая часть по-
лучившейся смеси будет состоять из

30% чернил и 70% воды. Формализация подобного процесса при условии,
что и чернила, и вода не разрываются на отдельные капли, приводит к
понятию перемешивания.

Как правило, перемешивающий поток имеет место тогда, когда в фа-
зовом пространстве близкие в начальный момент времени точки будут дви-
гаться по сильно расходящимся траекториям.

Рис. 2.36. Действие фазового потока

� t на малую область Ω0 при перемешивании
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Для введения понятия перемешивания рассмотрим две произвольные
малые области A и B с мерами µ(A) и µ(B). Будем считать, что область B
остается неподвижной, а область A эволюционирует с течением времени
согласно непрерывному отображению F t, порождаемому системой диффе-
ренциальных уравнений (2.48), т. е. At = F tA. Пусть At ∩ B представляет
собой совокупность всех частейAt, оказавшихся в момент времени t внутри
неподвижной области B (рис. 2.37). Динамическая система (2.48) называет-
ся перемешивающей (и, соответственно, поток — перемешивающим), если
существует предел при t→ ∞, равный

lim
t→∞

µ(At ∩B)

µ(B)
= µ(A). (2.62)

Рис. 2.37. Эволюция области A в случае перемешивания

Поясним смысл введенного определения. Прежде всего напомним, что,
поскольку рассматриваемое движение консервативно, мера области A при
движении сохраняется, т. е. µ(At) = µ(A). Более того, µ(A) = µ(At)/µ(D)
есть относительная доля объема, занимаемая областью A в D. Однако отно-
шение µ(At ∩ B)/µ(B) есть относительная доля объема, занимаемая в об-
ласти B попавшими внутрь нее в момент t кусочками области At. Опреде-
ление (2.62) утверждает, что в пределе, когда t → ∞, эти два отношения
совпадают независимо от того, какими были размеры, форма и взаимное
расположение областей A и B.

Из определения перемешивания (2.62) следует несколько выводов.
Неподвижную область B можно взять сколь угодно малой и располо-

жить где угодно. Несмотря на это, по прошествии достаточно длительного
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отрезка времени t внутри B можно будет обнаружить кусочки области At =
= F tA, получаемой в результате эволюции исходной области A. Это озна-
чает, что при t → ∞ кусочки At оказываются в любой сколь угодно малой
окрестности произвольно выбранной точки энергетически доступной части
фазового пространства. Иными словами, исходная область A с течением
времени превращается в очень тонкую всепронизывающую паутинку, нити
которой можно обнаружить внутри любого сколь угодно малого элемента
объема. При этом подчеркнем, что суммарный объем, занимаемый этой па-
утинкой, равен начальному объему области A. Более того, получающаяся
при t → ∞ паутинка равномерно и однородно пронизывает фазовое про-
странство: внутри любой, наугад взятой области нити паутинки занимают
одну и ту же относительную долю объема.

Заметим также, что исходную область A можно выбрать сколь угодно
малой и расположить в любой доступной области фазового пространства.
Тем не менее, как следует из определения (2.62), при t→ ∞ эта область пре-
вратится в пронизывающую все паутинку, о которой говорилось выше. Это
означает, что фазовые траектории динамической системы с перемешивани-
ем всегда абсолютно неустойчивы по отношению к малым возмущениям
и разбегаются с течением времени.

Разбегание траекторий означает непредсказуемость поведения систе-
мы. Если в начальный момент времени положение фазовой точки было из-
вестно с конечной точностью, т. е. при t = 0 мы знаем лишь, что эта точка
принадлежит некоторой области Ωε с характерным размером ε, то сказать,
где именно она окажется через достаточно длительный промежуток време-
ни, невозможно.

Перемешивание приводит к необратимости. Действительно, внутри
любой доступной части фазового пространства с течением времени оказы-
ваются кусочки из самых различных начальных областей. Следовательно,
зная лишь, что в конечный момент времени частица находилась в преде-
лах малой области с размерами порядка ε, мы не сможем сказать, где она
находилась в начальный момент времени. Поскольку в любом физическом
эксперименте измеряется значение характерных величин лишь с какой-то
конечной точностью, то детерминированное описание систем с перемеши-
ванием не имеет смысла, и здесь, естественно, возникает потребность в по-
строении статистических теорий.

Таким образом, понятие перемешивания соответствует нашему интуи-
тивному представлению о том, какими должны быть системы со сложными
и нерегулярными режимами движения.

Можно показать [26, 44], что перемешивание влечет за собой эргодич-
ность. Однако обратное утверждение неверно: из эргодичности не следует
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перемешивание. Действительно, вернемся к примеру двух гармонических
осцилляторов с иррациональным отношением частот. Для такой системы,
как было показано выше, действие фазового потока F t на некоторую ма-
лую область Ω0 сводится просто к перемещению этой области по тору
(рис. 2.35) без искажения формы. При этом мера пересечения Ωt с малой
фиксированной областью B поверхности тора в различные моменты време-
ни либо равна нулю, либо не равна нулю. Поэтому µ(Ωt ∩ B) при t → ∞
не стремится к определенному значению. Следовательно, существуют си-
стемы, которые обладают только эргодическим поведением, но не являются
системами с перемешиванием.

Таким образом, перемешивание — это гораздо более сильное свойство,
чем эргодичность. Если система обладает перемешиванием, то ее поведение
естественно считать хаотическим. Однако не всякое хаотическое движение
обязано быть перемешивающим. Определение (2.62) накладывает ряд жест-
ких ограничений, не всегда выполняющихся в действительности.

18.3 Расцепление временных корреляций

Следствием перемешивания в системе является расцепление времен-
ных корреляций [81, 101].

Рассмотрим произвольные интегрируемые функции f и g в замкну-
той области D фазового пространства динамической системы. Их фазовые
средние определяются как (см. (2.54))

〈f〉 = 1
VD

∫

(D)

f(x)dx1 . . . dxn, 〈g〉 = 1
VD

∫

(D)

g(x)dx1 . . . dxn. (2.63)

Пусть в начальный момент времени состояние системы определяется на-
чальными условиями x(0) = x0. Тогда через некоторое время система пе-
рейдет в другое состояние, характеризуемое фазовой точкой x(t), которая
в силу единственности решения зависит от x0 : x = x(x0, t). Определим
коррелятор функций f и g как

〈f(x(x0, t))g(x0)〉 = 1
VD

∫

(D)

f(x(x0, t))g(x0) dx0. (2.64)

Это соотношение можно переписать в виде

〈f(x)g(x0(x, t))〉 = 1
VD

∫

(D)

f(x)g(x0(x, t)) dx. (2.65)
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Как мы сейчас докажем, если система обладает перемешиванием, то
при t→∞

〈f(x)g(x0)〉 → 〈f〉〈g〉 (2.66)

для любых функций f и g. Свойство (2.66) называется расцеплением вре-
менных корреляций.

Для того чтобы показать, что из перемешивания (2.62) следует расцеп-
ление корреляций, рассмотрим сначала в качестве f и g функции следу-
ющего вида:

fB(x) =

{
1, x ∈ B,

0, x 6∈ B,
gA(x) =

{
1, x ∈ A,

0, x 6∈ A,
(2.67)

где A и B — некоторые подобласти области D. Допустим, что область B
остается неизменной, а область A эволюционирует под действием фазового
потока: At = F tA. Тогда при больших t из условия перемешивания (2.62)
найдем

µ(At ∩ B) ≈ µ(A)µ(B). (2.68)

Но мера µ(At ∩ B) — это относительный объем пересечения образа At
области A и области B:

µ(At ∩ B) = 1
VD

∫

(D)

fB(x)gAt
(x) dx = 1

VD

∫

(D)

fB(x)gA(x0(x, t)) dx,

(2.69)
а произведение µ(A)µ(B) есть

µ(A)µ(B) = 1
VD

∫

(D)

fB(x) dx 1
VD

∫

(D)

gA(x) dx. (2.70)

Поэтому из (2.68) при t→ ∞ находим

1
VD

∫

(D)

fB(x)gA(x0(x, t)) dx ≈ 1
VD

∫

(D)

fB(x) dx 1
VD

∫

(D)

gA(x) dx, (2.71)

или
〈fB(x)gA(x0)〉 ≈ 〈fB〉〈gA〉. (2.72)

Разобьем теперь область D фазового пространства на непересекающи-
еся области Aj . Тогда при достаточно мелком разбиении любую гладкую
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функцию в области D можно приблизительно записать как

f(x) =
∑

j

γjfAj
(x), fAj

(x) =

{
1, x ∈ Aj ,

0, x 6∈ Aj .
(2.73)

Отсюда получим, что для перемешивающих потоков

〈f(x(x0, t))g(x0)〉 =
∑

j,k

γjγ
′
k〈fAj

(x)gAk
(x0)〉 =

=
∑

j,k

γjγ
′
k〈fAj

〉〈gAk
〉 = 〈f〉〈g〉, (2.74)

т. е. имеет место расцепление временных корреляций. Система с перемеши-
ванием с течением времени как бы «забывает» о своих начальных условиях.

19. Бильярды. Газ Лоренца

Долгое время считалось, что перемешивание и хаотическое движение
возможны только в системах с чрезвычайно большим числом степеней сво-
боды, например, в системах статистической механики. Однако в 1962 г.
Я. Г. Синай доказал [177] (см. также [178]), что очень простая модель, со-
стоящая из двух плоских упругих дисков в ящике, один из которых закреп-
лен, может обладать свойством перемешивания (рис. 2.38а). Если движу-
щийся диск заменить материальной точкой, то мы придем к так называе-
мой бильярдной задаче (рис. 2.38б) — динамической системе, отвечающей
движению по инерции материальной точки («шара») внутри ограниченной
области с условием упругого отражения от ее границы по закону «угол па-
дения равен углу отражения» [101]. Очевидно, такая динамическая система
строится как последовательное преобразование от соударения к соударению
бильярдного шара о границу.

Впервые понятие бильярда в теоретической и математической физике
возникло после того, как Д. Биркгоф (см. [48]) рассмотрел задачу о дви-
жении шара на поверхности, ограниченной некоторой замкнутой кривой.
Позже глубокие работы Н. С. Крылова [103], посвященные проблеме пере-
мешивания в системе из упругих шаров, привели исследователей к необхо-
димости рассмотрения задач бильярдного типа (см. [53,81,502] и приведен-
ные там ссылки), поскольку они являются достаточно удобными моделями
целого ряда физических систем. Например, многим динамическим задачам
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R
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Рис. 2.38. Простейший вид рассеивающего бильярда (бильярда Синая)

могут быть поставлены в соответствие уравнения, описывающие траекто-
рии частиц в бильярдах заданной формы. Бильярдные модели возникают
также в физике твердого тела и в некоторых геометрических приближениях
отражения волн, особенно в акустике [322].

Сейчас теория бильярдных систем — это самостоятельно развиваю-
щаяся область математической физики. В данном параграфе мы подробно
рассмотрим некоторые результаты этой теории, поскольку они неожиданны,
чрезвычайно интересны и оказываются важными в приложениях.

Математически плоский бильярд представляет собой обычный би-
льярд, только с произвольной конфигурацией стола и без луз. Хотя, строго
говоря, бильярды относятся к сильно упрощенным моделям классической
статистической механики, имеется естественная аналогия между некоторы-
ми физическими задачами и системами бильярдного типа [81, 314]. Одной
из таких моделей является так называемый газ Лоренца. На ее основе уда-
ется получить ряд строгих и очень глубоких результатов.

Рассмотрим неограниченную область D в двумерном евклидовом про-
странстве. Допустим, что в этой области находятся определенным обра-
зом расположенные непересекающиеся шары Bi (рассеиватели) радиуса R
(рис. 2.39). При условии, что шары неподвижны, такая система, очевидно,
будет бильярдной. Она называется газом Лоренца: частица движется между
рассеивателями, упруго отражаясь от них. Впервые газ Лоренца был введен
в связи с проблемой описания движения электронов в металлах (см. [101]).

При периодическом расположении рассеивателей с периодом a суще-
ствует три качественно различных модели газа Лоренца: газ Лоренца с огра-
ниченным горизонтом,R > a/2, открытым горизонтом, a

√
3/4 6 R < a/2 и

бесконечным горизонтом R < a
√

3/4. В первом случае движение частицы
ограничено одной ячейкой. Поэтому для ограниченного горизонта динами-
ка газа Лоренца аналогична динамике частицы в рассеивающем бильярде
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(рис. 2.38б). Во втором и третьем случаях бильярдной частице будет до-
ступна вся область D (рис. 2.39).

Рис. 2.39. Пример газа Лоренца с ограниченным горизонтом

Для бесконечного горизонта из-за увеличения вероятности длинных
перелетов изменяются статистические свойства бильярда. В частности, не
сходится среднее значение длины свободного пробега [53,225,252,261,317].
Эта величина является одним из основных показателей газа Лоренца. Она
определяется как l = πA/P , где A — доступная частице область бильярда,
а P — периметр рассеивателей. Для системы с открытым горизонтом l =
=
(
a2 − πR2

)
/2R, а для бильярда с бесконечным горизонтом значение l

не ограничено сверху.
Для газа Лоренца с ограниченным и открытым горизонтами было до-

казано, что в двумерном (плоском) случае движение частицы является эр-
годическим, обладает свойством перемешивания и, более того, сводится
к броуновскому. Также в такой системе существует коэффициент диффу-
зии [252]. Это явилось первым строгим подтверждением рождения хаоса в
динамических системах.

Появление перемешивания в бильярде, показанном на рис. 2.38, и газе
Лоренца можно легко понять, если заметить, что два параллельных луча
поле отражения от границы становятся расходящимися. Это означает нали-
чие в бильярдной системе локальной неустойчивости траекторий, которая
фактически и лежит в основе явления перемешивания (см. рис. 2.36).

Рассмотрим бильярды на плоскости с более формальной точки зре-
ния и проведем анализ динамики частиц. Бильярдным столом Q является
область M с кусочно-гладкой границей ∂Q. Бильярдная динамическая си-
стема в M порождается свободным движением материальной точки (би-
льярдного шара) с условием упругого отражения от ∂Q. Это означает, что
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точка всегда движется по прямым в M с постоянной скоростью до со-
ударения с границей. Если граница в точке соударения гладкая, то шар
отражается от нее так, что тангенциальная компонента скорости не изме-
няется, в то время как нормальная составляющая изменяет знак. Если шар
попадает в угол, то его дальнейшее движение определено неоднозначно или
же не определено совсем.

Как правило, граница каждого бильярда состоит из m компонент ∂Qi,
i = 1, 2, . . . ,m. Точки сшивки компонент ∂Qi (т. е. «углы» стола Q) называ-
ются особыми. Остальные точки q — регулярными. Если для каждой компо-
ненты ∂Qi рассмотреть единичные нормали n(q) в каждой точке q ∈ ∂Qi,
направленные внутрь области Q, то они будут определять кривизну k(q)
кривой ∂Qi во всех регулярных точках q. Компонента ∂Qi является рас-
сеивающей и обозначается Γd, если k(q) > 0. Для k(q) = 0 и k(q) < 0
получим, соответственно, нейтральную Γ0 и фокусирующую Γf компонен-
ты границы бильярда. Таким образом, каждая из компонент границы может
быть рассеивающей, фокусирующей или нейтральной. Объединение всех
рассеивающих, нейтральных и фокусирующих компонент обозначим, соот-
ветственно, как ∂Q+, ∂Q0 и ∂Q−.

Рис. 2.40. Бильярд с границей в
форме стадиона

Когда граница состоит только из рас-
сеивающих и нейтральных компонент, би-
льярд называется рассеивающим (или би-
льярдом Синая), рис. 2.38б.

Бильярд, граница которого состоит
только из фокусирующих или нейтраль-
ных и фокусирующих компонент, называ-
ется фокусирующим. Самым популярным
примером такого бильярда является «стади-
он», граница которого состоит из двух дуг
окружностей одинакового радиуса и двух
параллельных отрезков, соединяющих кон-
цы этих дуг (рис. 2.40). Несмотря на нали-
чие фокусирующих компонент, для такого

бильярда тоже характерно свойство перемешивания. Это связано с тем, что
параллельные лучи после прохождения точки фокусировки начинают рас-
ходиться.

Возможны также бильярды, граница которых составлена только из ней-
тральных компонент. Простейший из них — бильярд, образованный грани-
цей в форме прямоугольника. Для исследования такого бильярда предста-
вим каждый участок траектории шара между двумя последовательными
отражениями от вертикальных стенок на отдельном листе. Если затем скле-
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ить полученные листы, то получится бесконечная развертка поверхности
бильярдного стола (рис. 2.41).

Рис. 2.41. Развертка бильярдного стола в форме прямоугольника

Введем дискретные динамические переменные θn и ξn, как показано
на рисунке. Тогда преобразование, переводящее значение (θ, ξ) в момент
n-го столкновения с ∂Q в их значения в момент (n + 1)-го столкновения
можно записать как

θn+1 = θn ≡ θ0 = const,

ξn+1 =

{
ξn + l

a ctgθ0

}
,

(2.75)

где фигурные скобки означают взятие дробной части. Легко понять, что
эта система является полностью интегрируемой, и переменные θ, ξ играют
роль действия и угла соответственно. Поэтому, в зависимости от начальных
условий, она может проявлять два качественно различных типа движения:

(1) если lctgθ0/a = p/q, где p и q — целые, то имеет место периодиче-
ская динамика;

(2) если lctgθ0/a 6= p/q, то в системе будет наблюдаться квазиперио-
дическое поведение.
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Рис. 2.42. Координаты (θ, ξ), бильярд типа «стадион»

Рассмотрим теперь бильярд с границей ∂Q в форме, напоминающей
стадион, состоящей из двух параллельных прямых Γ0 длины l и двух фо-
кусирующих дуг Γf (рис. 2.42). Пусть

l � a� b. (2.76)

Это условие упрощает задачу и дает возможность аналитического рассмот-
рения. Предположим, что χ(ξ) = 4bξ(1 − ξ) — функция, описывающая
форму дуг Γf границы ∂Q, max(χ) = b. Тогда, вводя аналогично преды-
дущему случаю динамические переменные (см. рис. 2.42), легко получить
следующее преобразование, описывающее изменение динамики бильярд-
ной частицы от столкновения к столкновению:

θn+1 = θn − 2arctg

{
4b
a (1 − 2ξn)

}
,

ξn+1 =

{
ξn + l

actgθn+1

}
,

(2.77)

где учтены условия (2.76) и фигурные скобки также означают взятие дроб-
ной части. Сравнивая (2.75) и (2.77), легко видеть, что они отличаются
только малым членом ∼ b/a в соотношении для θ.
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Рис. 2.43. Отражение узкого пучка траекторий от фокусирующей компоненты Γf

бильярда типа стадион

Из матрицы преобразования ∂(θn+1, ξn+1)/∂(θn, ξn) соотношения

(2.77) найдем корни характеристического уравнения: λ1,2 =
(
2 − K0 ±

±
√
K2

0 − 4K0

)
/2, K0 = |dξn+1/dξn − 1| = K/ sin2 θn+1, K = 16bl/a2.

Коэффициент K0 называется коэффициентом растяжения фаз [81].
Для выяснения физического смысла этого коэффициента проведем гео-

метрический анализ бильярда. Рассмотрим отражение узкого параллельного
пучка траекторий от дуги Γf границы бильярда (рис. 2.43). Ширина пуч-
ка после n-го отражения равна adξn sin θn+1, а путь, проходимый пучком
до точки фокусировки, определяется как a sin θn+1dξn/dθn+1. Его проекция
f0 на вертикальную ось равна

f0 = a
dξn
dθn+1

sin2 θn+1. (2.78)

Далее, из (2.77) получаем, что dθn+1/dξn = 16b/a. Следовательно, f0 =
= f sin2 θn+1, где f = a2/16b. Поэтому K0 = l/f0, K = l/f . Значит, если
граница ∂Q удовлетворяет условию, что до очередного отражения от Γf

успевает произойти фокусировка первоначально параллельного пучка, тоK,
K0 ∼ 1. При K0 � 1 расстояние, проходимое пучком от компоненты Γf

до точки фокусировки, оказывается много меньше, чем расстояние от точки
фокусировки до следующего отражения. Иными словами, если K0 � 1,
то пучок траекторий от столкновения к столкновению сильно расходится.
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Следовательно, соотношение K0 � 1 задает условие возникновения
хаоса. Его мы используем для анализа динамики частиц в бильярде типа
«стадион» (см. ниже).

В общем случае, т. е. при произвольных соотношениях между парамет-
рами бильярда, если его граница имеет как рассеивающие, так и фокуси-
рующие компоненты, динамика частицы будет определяться соотношением
времен, которые она проводит в окрестности ∂Q+ и ∂Q−. Точный смысл
этого утверждения описан в работах [52,249], где доказано, что если на фо-
кусирующую компоненту Γf ⊂ ∂Q, имеющую постоянную кривизну, па-
дает параллельный пучок траекторий и испытывает серию из j отражений
от Γf , то компонента Γf эффективно не влияет на уменьшение ширины
фронта, а его кривизна остается ограниченной сверху.

Основные результаты, касающиеся бильярдов с фокусирующими
и нейтральными компонентами, сводятся к следующему [52].

а) если кривизна каждой компоненты ∂Q− постоянна;
б) если никакие две фокусирующие компоненты не являются дугами

одной и той же окружности;
в) если дуга, дополняющая любую фокусирующую компоненту до пол-

ной окружности, лежит внутри области Q, то бильярд в области, грани-
ца которого имеет рассеивающие и фокусирующие компоненты, обладает
свойством перемешивания. При этом не накладывается никаких условий
на соотношение длин рассеивающих и фокусирующих компонент.

Условие а) можно немного ослабить, чтобы граница фокусирующей
компоненты слабо менялась. Кроме того, если Γf пересекает только ней-
тральные компоненты, то вместо условия в) достаточно, чтобы центр окруж-
ности лежал внутри Q. Примеры таких бильярдов показаны на рис. 2.40
и рис. 2.44.

Более общие условия существования хаотичности в двумерных би-
льярдах на плоскости описаны в работах [249, 250] (см. также данную там
литературу).

Рис. 2.44. Примеры перемешивающих бильярдов с фокусирующими компонентами
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Хотя строгие результаты, полученные для бильярдных систем, относят-
ся только к нескольким взаимодействующим частицам, можно ожидать, что
аналогичными свойствами обладают ансамбли из большого числа упру-
го сталкивающихся частиц. Фактически, свойство перемешивания всегда
предполагается при построении кинетической теории газов.

19.1 Бильярды с возмущаемыми границами6

Естественным обобщением бильярдных систем являются бильярды,
границы которых могут изменяться с течением времени. К моделям такого
типа сводятся некоторые важные проблемы математической физики. Напри-
мер, анализ движения частиц внутри возмущенных ядер привел к необходи-
мости изучения квадрупольных, или «динамических», резонансов. В таких
задачах рассматривалось столкновение частиц с движущимися границами
(полями) и, как следствие, обмен энергиями. В физике плазмы ускорение
в магнитных ловушках моделируется бильярдами с изменяющейся во вре-
мени границей. Наконец, если рассматривать газ Лоренца как систему, опи-
сывающую динамику электронов в металлах, то вследствие ненулевой тем-
пературы рассеиватели должны слегка «осциллировать» с небольшой ам-
плитудой вблизи своего равновесного состояния. Более того, как сейчас
ясно, бильярды с зависящими от времени границами — это область физи-
ки, открывающая большие перспективы в исследовании многих давно из-
вестных, но малоизученных проблем (см. [132, 407, 409] и приводимые там
ссылки). Например, возмущение границы может приводить к замедлению
частиц (см. ниже), что может оказаться очень важным в приложениях.

В бильярдах с возмущаемыми границами скорость шара уже не явля-
ется постоянной величиной, а от столкновения к столкновению меняется.
При единичных актах столкновения шар приобретает или отдает энергию
в зависимости от того, движутся ли шар и граница навстречу друг другу
(т. е. происходит их встречное столкновение) или же шар нагоняет границу
(т. е. имеет место сопутствующее столкновение). Вопрос состоит в том,
чтобы определить, каких в среднем столкновений больше. При сопутству-
ющих столкновениях частица теряет энергию, так что ее скорость будет
уменьшаться. Если же преобладают встречные столкновения, то бильярд-
ная частица должна ускоряться.

Кажется вполне понятным, что если бильярд обладает хаотической ди-
намикой, то возмущение границ должно приводить к ускорению бильярд-
ной частицы. В самом деле, направление скорости частицы в хаотическим

6Излагаемые ниже результаты получены одним из авторов (А. Ю. Л.) совместно
с А. Б. Рябовым, который также принимал участие в написании пп. 19.1–19.3
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бильярде можно считать случайной величиной. При введении возмуще-
ния границы число встречных столкновений будет преобладать над числом
сопутствующих. Поэтому в среднем скорость частицы должна увеличи-
ваться. Таким образом, для бильярда с зависящими от времени граница-
ми существенными оказываются его динамические свойства: если бильярд
проявляет хаотическую динамику, то возмущение границы может привести
к неограниченному росту скорости частицы. С другой стороны, бильярд
с достаточно гладкой границей, например, в форме эллипса или окружно-
сти, не хаотичен, и ее колебания не приводят к разгону бильярдной частицы.

Первоначально идея стохастического ускорения частиц была предложе-
на Энрико Ферми [308] для объяснения происхождения космических лучей
высоких энергий. Она состояла в том, что при столкновениях заряженных
частиц с беспорядочно движущимися магнитными облаками в межзвездном
пространстве частицы должны в среднем ускоряться. Рассматривая облако
как тело большой массы, нетрудно понять причину ускорения. Если ско-
рости облаков, с которыми сталкивается частица, распределены случайно,
то можно сказать, что число облаков, движущихся в одном направлении,
равно числу облаков, движущихся в обратном направлении. Поэтому части-
ца будет чаще сталкиваться с теми из них, которые движутся ей навстречу.
Отсюда следует, что частица чаще будет приобретать энергию, чем отдавать
ее. Так возникает эффективное ускорение, называемое ускорением Ферми.

Для бильярдов ситуация оказалась значительно сложнее: не всякому
хаотическому бильярду при возмущении границ присуще ускорение Ферми.
Более того, в некоторых бильярдах, например, в форме стадиона, когда
кривизна фокусирующих компонент мала (справа на рис. 2.40), наблюдается
замедление частиц [407].

19.2 Газ Лоренца с возмущаемыми границами

В данной части мы рассмотрим возникновение ускорения Ферми
на примере обобщенного бильярда — газа Лоренца с открытым горизон-
том с возмущаемой границей [132]. При этом изучаются два разных случая,
соответствующие стохастическим и регулярным (гармоническим) колеба-
ниям границы. Представленный анализ легко переносится на любой другой
бильярд, для которого известно вероятностное распределение угла между
нормалью к поверхности в точке соударения и вектором скорости частицы.

19.2.1 Неподвижная граница

В качестве канонических переменных можно выбрать азимутальный
угол φ и угол падения α между нормалью к поверхности и вектором ско-
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рости частицы перед соударением. Введем угол отражения α∗ между нор-
малью и вектором скорости после соударения (см. рис. 2.45). Очевидно, что
φ ∈ [0, 2π], а углы α и α∗ изменяются в интервале [−π/2, π/2].

Рис. 2.45. Координаты в модели газа Лоренца

Для описания динамики невозмущенного бильярда необходимо полу-
чить преобразование (αn, φn) → (αn+1, φn+1), переводящее значения пе-
ременных (α, φ) в момент n-го столкновения с ∂Q в их значения в мо-
мент (n + 1)-го столкновения. Из геометрических соображений понятно,
что

φn + α∗n + π = φn+1 + αn+1. (2.79)

Кроме того, α∗n = −αn, так как углы отсчитываются в противоположные
стороны.

Введем систему координат с центром в круге, на котором произошло
очередное рассеяние, и найдем расстояние, на котором частица пройдет
мимо другого центра, отстоящего на p ячеек по горизонтали и q ячеек по
вертикали:

dn+1 = a [p sin (φn + α∗n) − q cos (φn + α∗n)] −R sinα∗n. (2.80)

Значение p считается положительным, если частица движется вправо, и от-
рицательным в противном случае; соответственно, q положительно, если
частица движется вверх, и отрицательно, если вниз. Величины p и q опре-
деляются из условия рассеяния, т. е. как минимальные по модулю целые
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числа, при которых выполняется |dn+1| 6 R. Вычислив прицельный пара-
метр dn+1, легко найти угол, под которым произойдет столкновение со сле-
дующим рассеивателем:

αn+1 = arcsin

(
dn+1

R

)
. (2.81)

Якобиан преобразования (2.79)–(2.81) равен ∂(φn+1, αn+1)/∂(φn, αn) =
= cosαn/ cosαn+1. Таким образом, система сохраняет фазовый объ-
ем cosαdαdφ. Отсюда, в частности, следует что если рассматриваемый
бильярд является эргодическим, то величина αn будет распределена по за-
кону

ρα(α) = 1
2

cosα, (2.82)

где 1/2 — нормировочный множитель.

19.2.2 Осциллирующая граница рассеивателей

Допустим, что рассеивающая компонента ∂Q+ границы ∂Q сжимается
и расширяется (см. рис. 2.45), так что ее радиус меняется по закону R =
= R(t) = R + r(t), где max |r(t)| � R. Тогда скорость границы будет за-
висеть от времени по закону u(t) = ṙ(t). Далее для определенности будем
считать, что u(t) = u0 cos(ωt), где u0 = ωr0. В этом случае, помимо вели-
чин α и φ, для описания поведения системы необходимо ввести еще две
динамические переменные: скорость частицы v и время столкновения t.
Учитывая, что при отражении от рассеивателя меняется только нормаль-
ная (радиальная) компонента скорости, а тангенциальная остается неизмен-
ной, получим следующее соотношение для модуля скорости частицы после
столкновения:

vn+1 =
√
v2
n − 4unvn cosαn + 4u2

n, (2.83)

где un ≡ u0 cosωtn – скорость границы рассеивателя в момент n-го столк-
новения. В свою очередь, связь между углом падения и углом отражения
можно записать в виде α∗n = − arcsin (vn sinαn/vn+1). Теперь, вычисляя
расстояние между последовательными соударениями, нетрудно получить
преобразование для момента столкновения tn:

tn+1 = tn +
ln+1

vn+1
,

ln+1=

√(
R(cosφn+1 − cosφn) − pa

)2

+
(
R(sinφn+1 − sinφn) − qa

)2

,

(2.84)
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где ln — длина свободного пробега. В предположении r � R соотношения
для переменной φ и прицельного параметра d останутся теми же, что и для
невозмущенного бильярда (см. (2.79) и (2.80)).

Во время соударений с возмущаемой границей величина скорости
бильярдного шара постоянно меняется. Как показывают исследования
[132, 409], эти изменения скорости носят случайный характер. Поэтому да-
лее рассмотрим ансамбль частиц и найдем распределение частиц по скоро-
стям и среднюю скорость в зависимости от времени t и числа столкновений
n. Дело в том, что число столкновений и время не пропорциональны друг
другу, так как за одно и тоже время «быстрая» частица испытывает больше
соударений чем «медленная».

• Стохастически возмущаемая граница рассеивателей
Пусть скорость границы рассеивателя, с которым происходит n-е столк-

новение, равна
un(t) = u0 cosϕn, (2.85)

где u0 — это амплитудное значение скорости колебания границы, а сово-
купность {ϕn} — множество некоррелированных между собой случайных
величин, равномерно распределенных в интервале [0, 2π). Найдем функ-
цию распределения частиц по скоростям и зависимость средней скорости
ансамбля частиц от числа соударений n и времени t. В случае малых ско-
ростей частицы (v � u0) в выражении для скорости (2.83) основную роль
играет последний член и, следовательно, vn+1 ≈ 2 |u (tn)|.

Если колебания границы заданы в соответствии с выражением (2.85),
то 〈vn+1〉 ≈ 2 〈|u (tn)|〉t = 4u0/π. Таким образом, уже после первого столк-
новения средняя скорость становится больше величины u0.

Теперь найдем изменение скорости в случае v � u0. Раскладывая
(2.83) в ряд Тейлора по параметру u/v, получим выражение для изменения
скорости:

∆vn = vn+1 − vn = −2un cosαn + 2
u2
n
vn

sin2 αn + vnO

((un
vn

)3
)
, (2.86)

где un скорость границы рассеивателя при n-ом столкновении.
Используя соотношение (2.82) и условие равномерного распределения

по фазе колебаний в момент соударения, найдем 〈∆vn〉 и
〈
(∆vn)

2
〉
:

µs ≡ 〈∆vn〉 =
Ms
v ,

σ2
s ≡

〈
(∆vn)2

〉
= 4

3
u2

0.
(2.87)
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Здесь для простоты дальнейших выкладок введена величина Ms ≡ u2
0/3;

индекс s обозначает стохастический случай. При подсчете среднего нену-
левой вклад дает только второе слагаемое, а при вычислении дисперсии
достаточно учесть вклад, связанный с первым слагаемым.

При достаточно больших n от первого уравнения системы (2.87) можно
перейти к дифференциальному уравнению

µs =
〈∆vn〉

1
=
∂v(n)

∂n
=

Ms

v(n)
.

Его решение с начальным условием v(0) = v0 дает зависимость наиболее
вероятной скорости от числа соударений: v (n) =

√
2Msn+ v2

0 . Посколь-
ку скорость частиц представляется в виде суммы случайных независимых
величин ∆vn с известным средним и дисперсией, то на основании цен-
тральной предельной теоремы Ляпунова можно утверждать, что плотность
распределения случайной величины vn = v0 +

∑n
i=1 ∆vi будет стремиться

к нормальной со средним v(n) и дисперсией nσ2
s . Таким образом, распре-

деление частиц по скоростям имеет вид расплывающегося гауссова пакета.
Максимум распределения дается наиболее вероятной скоростью v(n), кото-
рая растет как корень из n.

Приведенные рассуждения верны только в случае достаточно больших
скоростей частицы (v � u0). Чтобы описать распределение при малых ско-
ростях, введем еще одно условие — отсутствие потока частиц в область
отрицательных скоростей: (v∂ρ/∂v)|v=0 = 0. Хорошо известно, что удо-
влетворяющее этому условию гауссово распределение имеет вид:

ρ(v, n) = 1

σs
√

2πn

[
exp

(
− (v − v(n))2

2σ2
sn

)
+ exp

(
− (v + v(n))2

2σ2
sn

)]
.

(2.88)
Это позволяет найти среднюю скорость ансамбля частиц в зависимости от
числа столкновений:

V (n) = σs

√
2n
π exp

(
−v(n)2

2σ2
sn

)
+ v(n)Φ

(
v(n)

σs
√

2n

)
,

где Φ(x) = 2/
√
π
∫ x
0 exp

(
−x2

)
dx — известный интеграл ошибок. Здесь

и далее большой буквой V обозначена средняя скорость ансамбля частиц.
Подставляя все значения и раскладывая в ряд выражение для скорости,
можно найти, что

V (n) = C
√
n+O

(
1√
n

)
, (2.89)
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где постоянная C =
√

2
(
σse
−Ms/σ

2
s/
√
π + Φ(

√
Ms/σs)

√
Ms

)
≈ 1.143u0.

Таким образом, соотношения (2.88) и (2.89) дают распределение по ско-
ростям и среднюю скорость ансамбля частиц в зависимости от числа
столкновений.

Для нахождения средней скорости частиц в зависимости от времени
воспользуемся уравнением Фоккера–Планка:

∂ρ(v, t)

∂t
= − ∂

∂v

(
Aρ (v, t)

)
+ 1

2
∂2

∂v2

(
Bρ (v, t)

)
,

где коэффициенты A и B имеют следующий вид: A ≡ 〈∆v/τ〉 = Ms/l,
B ≡

〈
∆v2/τ

〉
= σ2

sv/l. Здесь среднее время между столкновениями τ =

= l/v, l — средняя длина свободного пробега, а ∆v и ∆v2 взяты из (2.87).
Теперь, подставляя полученные коэффициенты в уравнение, найдем:

∂ρ(v, t)

∂t
= −Ms

l
∂
∂v
ρ(v, t) + 1

2

σ2
s

l
∂2

∂v2

(
vρ(v, t)

)
.

Если параметры Ms и σs заданы в соответствии с выражениями (2.87),
то решение этого уравнения при скоростях частиц, много больших началь-
ной скорости, т. е. через достаточно большой интервал времени, будет стре-

миться к ρ(v, t) = exp

(
− v

2tA

)/√
2tAπv, где A = Ms/l. Используя его,

получаем среднюю скорость частиц:

V (t) =
Ms

l
t+ v0 = 1

3

u2
0

l
t+ v0. (2.90)

Таким образом, в исследуемой системе наблюдается ускорение Ферми,
причем скорость растет линейно со временем.

• Периодически возмущаемая граница рассеивателей
Пусть все границы рассеивателей сжимаются и расширяются по неко-

торому периодическому закону и в одной и той же фазе. Тогда в течение
одной половины периода скорость частицы при столкновениях будет уве-
личиваться, а в течение другой — уменьшаться. При достаточно больших
скоростях время свободного пробега τs становится меньше периода колеба-
ний радиусов рассеивателей. Это приводит к корреляциям изменений ско-
рости частицы, так что ее последовательные приращения (2.86) уже нельзя
считать независимыми.
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Для проведения анализа изменений скорости в хаотических бильяр-
дах с периодически осциллирующими границами можно предложить сле-
дующий подход. Рассмотрим приближенное преобразование для скорости
(2.86). Поскольку корреляции величин αn по-прежнему экспоненциально
спадают (так как это определяется геометрией бильярда), то соотношения
можно усреднить по α, пользуясь (2.82). Тогда

〈∆v〉α = −π
2
u0 cosωtn +

u2
0 cosωtn
vn

. (2.91)

В течение периода колебаний наибольший вклад в изменение скорости дает
первое слагаемое. Следовательно, для учета корреляций в первом прибли-
жении достаточно учитывать изменения скорости, связанные только с пер-
вым слагаемым, а вторым слагаемым можно пренебречь. С другой стороны,
учет корреляционных поправок во втором слагаемом приводит к членам
более высокого порядка малости, чем среднее от него. Таким образом, мож-
но не учитывать корреляционные эффекты во втором слагаемом. Поэтому
допустимо независимо вычислить две величины, связанные с первым и вто-
рым слагаемым, т. е. 〈∆v〉 = 〈∆vI〉+ 〈∆vII〉, причем 〈∆vII 〉 = u2

0/(3v), что
совпадает с величиной µs для стохастического случая (см. (2.87)), а 〈∆vI〉 —
поправка, обусловленная наличием корреляций. Отбрасывая в выражении
(2.91) второе слагаемое, для вычисления величины 〈∆vI〉 получим:

vn+1 = vn + γ cos θn,

θn+1 = θn +
ln+1ω
vn+1

.

Здесь γ = −πu0/2, и вместо времени была введена фаза столкнове-
ния θn ≡ ωtn. Приведенное соотношение в точности соответствует извест-
ному преобразованию Улама (см. [80, 116, 168, 169, 240, 389, 394, 516]) с той
лишь разницей, что в данном случае длина свободного пробега ln является
случайной величиной, которая может принимать значения из определенного
интервала.

Оценим дисперсию и скорость спада корреляций изменений скорости.
Предположим, что скорость частицы столь велика, что ее изменение за n
соударений намного меньше ее значения. Понятно, что для выполнения это-
го условия при любом n достаточно соответствующим образом выбрать v
и u0. Найдем корреляции приращений скорости ∆vm и ∆vm+n (см. (2.86))
при n → ∞. Учитывая в первом приближении только первые слагаемые,
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из (2.86) получим:

R(n) ≡ 〈∆vm∆vm+n〉 = u2
0
π2

4
〈cosωtm cosωtm+n〉 ,

где в соответствии с (2.82) учтено, что 〈cosαn〉 = π/4. Полагая частоту
колебаний равной единице и вводя обозначения Sn ≡∑n

i=1 τm+i, где τi =
= ti− ti−1, найдем, что 〈cos tm cos tm+n〉 = 〈cos tm cos (tm + Sn)〉. Величи-
ну Sn можно представить в виде Sn =

∑n
i=1(l+ ∆li)/v, где ∆li — отклоне-

ние от средней длины свободного пробега при i-м перелете. Поскольку Sn
является суммой независимых случайных величин, то ее распределение при
больших n будет стремиться к нормальномуN(nl, nσ2

l ), где σ2
l — дисперсия

длины свободного пробега. Раскладывая косинус суммы и производя усред-
нение по Sn, получим следующее выражение для корреляционной функции
приращений скорости:

R(n) ' π2

8
u2

0 cos(ωnτ) exp

(
− n
N

)
,

где ω — частота колебаний рассеивателя и N = v2/
(
ω2σ2

l

)
. Таким образом,

последовательные изменения скорости скоррелированы тем сильней, чем
выше скорость. При этом число соударений N , после которых корреляции
спадают e раз, увеличивается как v2. Отметим, что число столкновений
за период растет пропорционально v. Таким образом, для правильного вы-
числения дисперсии необходимо учитывать тем большее число периодов
колебаний, чем выше скорость частицы. Однако вопрос о том, каким обра-
зом это можно сделать, пока остается открытым.

Для того, чтобы в первом приближении оценить дисперсию, рассмот-
рим изменение скорости только после двух последовательных соударений
с границей. При этом будем считать, что корреляции между тремя и более
изменениями пренебрежимо малы. В пределе больших скоростей бильярд-
ной частицы коррелятор последовательных приращений скорости можно
оценить как

〈∆vn∆vn+1〉 = u2
0
π2

4

〈
cos2 ωtn

(
1 −O

(
τ2
))〉

= u2
0
π2

8
+O

(
u2

0

v2

)
.

Учитывая это выражение и соотношение (2.87), получим:

σ2
r =

〈
(∆vn + ∆vn+1)

2
〉

2
≈
(

4
3

+ π2

8

)
u2

0.
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Таким образом, приведенные оценки свидетельствуют о том, что уско-
рение частиц должно наблюдаться в хаотических бильярдах с периодиче-
ски осциллирующими границами. По-видимому, можно утверждать, что де-
терминированная случайность — это достаточное условие возникновения
ускорения Ферми.

• Численный анализ
Приведем численно полученные зависимости скорости частиц от числа

столкновений и времени и сопоставим их с аналитическими, полученными
выше. Вычисления производились на основе модели газа Лоренца со следу-
ющими параметрами: амплитудное значение скорости колебаний границы
рассеивателя u0 = 0, 01; радиус рассеивателей R = 0, 4; расстояние меж-
ду центрами a = 1; частота осцилляций границы ω = 1; начальная ско-
рость v0 = 1. Таким образом, соответствующее аналитически полученное
значение длины свободного пробега составляет l = 0, 6216815. Численно
найденные длина свободного пробега (см. (2.84)) и ее дисперсия при дан-
ной геометрии бильярда составляют, соответственно, l = 0, 62163±0, 00003
и σ2

l = 0, 657± 0, 001.
В каждом случае было построено 500 реализаций динамики бильярд-

ной частицы, отличающиеся друг от друга начальными значениями α и φ,
которые выбирались случайным образом. Исследовались два различных
случая: стохастические колебания границ рассеивателей при равномерном
распределении фазы колебаний и регулярные колебания границ. Динами-
ка бильярдного шара (частицы) определялась из соотношений, полученных
выше. При этом скорость колебаний границ рассеивателей в момент столк-
новения в первом случае определялась как un = u0 cosϕn (где ϕn — равно-
мерно распределенная на интервале [0, 2π) случайная величина), а во вто-
ром — как un = u0 cosωtn (где tn — момент соударения частицы с границей).

Усредненные зависимости скорости от числа столкновений и времени
представлены на рис. 2.46а, б. На обоих графиках сплошные линии отве-
чают регулярному случаю возмущения границы, а пунктир — стохастиче-
скому. При этом в стохастическом случае величины Ms и σs были найдены
из уравнений (2.87), а в регулярном — взяты их предельные значения Mr

и σr, полученные численно.
Как следует из рисунков, рост средней скорости близок к линейному,

и аналитические аппроксимации средней скорости на основании соотноше-
ний (2.89), (2.90), дают неплохое согласие с численным экспериментом.

Таким образом, можно выделить два основных механизма ускорения.
Во-первых, это «сносовый» механизм, возникающий вследствие выполне-
ния соотношения 〈∆v〉 > 0 (см. (2.87)) и приводящий к сносу всех ча-
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Рис. 2.46. Зависимости средней скорости частиц в газе Лоренца: от числа столкно-
вений (а), от времени (б) и их аппроксимации на основе уравнений (2.89) и (2.90),
соответственно

стиц в направлении положительных скоростей. Во-вторых, это дисперсион-
ный (или флуктуационный) механизм, проявляющийся по двум причинам:
(а)
〈
∆v2

〉
> 0, и поэтому вероятностный пакет «расплывается» со време-

нем; (б) модуль скорости не может быть отрицательным и, таким образом,
расплывание пакета не симметрично, а направлено в сторону бо́льших ско-
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ростей, что выражается в замене нормального распределения распределе-
нием (2.88). При этом флуктуации и среднее увеличение скорости частицы
выше в случае регулярных колебаний границ рассеивателей, что приводит
к большему росту скорости. Следовательно, можно также говорить о меха-
низме, обусловленном корреляциями между последовательными изменени-
ями скорости.

19.3 Бильярд в форме «стадион». Замедление частиц

Как уже отмечалось, механизмы возникновения хаоса в рассеивающих
и фокусирующих бильярдах различны. В первом случае два близких пучка
частиц, попав на рассеивающую компоненту, начинают сразу расходиться,
тогда как во втором случае после отражения от фокусирующей компоненты
два близких пучка сходятся до точки пересечения. Хаос в таком бильярде
возникает, если время, в течение которого пучки сходятся, меньше времени
расхождения.

19.3.1 Неподвижная граница

Рассмотрим фокусирующий бильярд с невозмущенными границами
и сравним результаты точного и приближенного анализа в предположе-
нии, что кривизна фокусирующих компонент мала, т. е. выполняется соот-
ношение (2.76). Это позволит более полно понять динамику бильярдной
частицы.
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Рис. 2.47. Бильярд типа стадион с границей в виде дуги окружности

Пусть фокусирующие компоненты представлены дугами окружности
радиуса R и угловой меры 2Φ, симметричными относительно вертикаль-
ной оси бильярда (рис. 2.47). Из геометрических соображений вытекают
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Рис. 2.48. Парные столкновения с границей

следующие соотношения:

R =
a2 + 4b2

8b
; Φ = arcsin a

2R
.

Условие стохастичности для такого бильярда выполнено, если дуга, допол-
няющая фокусирующую компоненту до полной окружности, принадлежит
области Q (см. выше). При b� a это дает:

l
2R

≈ 4bl

a2
> 1.

Введем динамические переменные, как показано на рис. 2.47. Положи-
тельным направлением для углов ϕn и α∗n будем считать поворот против
часовой стрелки, а для угла αn — по часовой. Если граница бильярда непо-
движна, то угол падения α∗n равен углу отражения αn. Пусть Vn — скорость
частицы, а tn — время n-го столкновения с границей.

Построим точное преобразование, описывающее динамику частицы
в таком бильярде. Для этого необходимо рассмотреть два случая: после оче-
редного столкновения с фокусирующей компонентой частица сталкивается
с ней же (парные столкновения), либо следующее столкновение происходит
с другой фокусирующей компонентой.

В случае парных столкновений геометрические рассуждения [407] при-
водят к соотношению вида (см. рис. 2.48):

α∗n+1 = αn, αn+1 = α∗n+1,

ϕn+1 = ϕn + π − 2αn (mod 2π), tn+1 = tn +
2R cosαn

Vn
.

(2.92)

Если |ϕn+1| < Φ, то частица продолжает каскад столкновений с одной
границей. В противном случае (n+ 1)-е столкновение произойдет с другой
фокусирующей компонентой.
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При переходе от одной фокусирующей компоненты к другой эти пре-
образования перепишутся как

α∗n+1 = arcsin

[
sin (ψn + Φ) −

x∗n+1

R
cosψn

]
,

αn+1 = α∗n+1,
ϕn+1 = ψn − α∗n+1,

tn+1 = tn +
R(cosϕn + cosϕn+1 − 2 cosΦ) + l

Vn cosψn
,

(2.93)

где введено ψn = αn − ϕn, xn = R/ cosψn [sinαn + sin (Φ − ψn)], x∗n+1 =
= xn + ltgψn (mod a).

На рис. 2.51а представлен фазовый портрет бильярда типа стадион,
задаваемый соотношениями (2.92)–(2.93). В качестве координаты ξn выби-
ралась величина ξn = 1/2+(R sinϕn)/a, равная нормированной на ширину
бильярда проекции точки столкновения частицы с фокусирующей компо-
нентой на ось Ox. Поскольку бильярд обладает осевой симметрией, то и ис-
следуемые преобразования должны обладать симметрией относительно за-
мены ξ → 1− ξ, ψ → −ψ. Следовательно, достаточно получить результаты
в области неотрицательных ψ. При численном анализе интервал изменения
величин ξ и ψ разбивался на 300×300 ячеек. Интенсивность черного цвета
на рисунке пропорциональна числу точек, попавших в данную ячейку. Для
построения графика использовалось четыре траектории. Одна из них начи-
налась в стохастической области и включала 5 · 108 итераций. Три другие
начинались в регулярной области и содержали по 107 итераций. Начальные
условия отмечены на графике крестиком.

Из приведенного рисунка следует, что в зависимости от начальных
условий фазовая точка либо совершает нерегулярное блуждание, форми-
руя на фазовой плоскости так называемый стохастический слой7 (серый
цвет), либо образует замкнутые инвариантные кривые, соответствующие
регулярным колебаниям. Бильярдная частица, начав свое движение в стоха-
стическом слое, посещает все доступные ей области случайным образом.

Ширина стохастического слоя определяется величиной нелинейности
в системе. Если бильярд близок к прямоугольнику (подобно изображенно-
му справа на рис. 2.40), то стохастический слой оказывается разделенным
инвариантными кривыми. Эти инвариантные кривые окружают устойчивые
неподвижные точки, т. е. точки x∗, в которых для преобразования (2.92)–
(2.93) выполняется x∗ = f (x∗), x = (ψ, ξ) (см. §24).

7Для обозначения хаоса в гамильтоновых системах часто также используется термин «сто-
хастика». Отсюда и название — стохастический слой.
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Рис. 2.49. Траектории в конфигурационном пространстве, отвечающие неподвиж-
ным точкам

В конфигурационном пространстве неподвижные точки отвечают тра-
екториям, показанным на рис. 2.49, т. е. периодическому движению бильярд-
ной частицы. Если бильярдную частицу, движущуюся по таким траекто-
риям, немного возмутить, то после возмущения она останется в их ма-
лой окрестности, совершая в общем случае квазипериодическое движение.
Нетрудно видеть, что на фазовой плоскости таким движениям как раз и со-
ответствует множество инвариантных кривых, окружающих неподвижные
точки.

С ростом нелинейности (т. е. увеличением параметра b, рис. 2.47) непо-
движные точки могут потерять свою устойчивость. В результате образуется
область глобальной стохастичности, в которой частице доступно уже все
фазовое пространство, и она может диффундировать в любом направлении.

Для нахождения неподвижных точек и анализа их устойчивости ис-
пользуем определенные упрощения в (2.92)–(2.93). Аппроксимируем дуги
окружности частью параболы, χ(x) = 4bx(x− a)/a2, а качестве координат
выберем угол ψ между вектором скорости и вертикалью, ψ ∈ [−π/2, π/2],
а также величину x — проекцию на ось Ox точки столкновения частицы
с границей, x ∈ [0, a) (рис. 2.50). Тогда, принимая во внимание приближение
(2.76), найдем:

xn+1 = xn + ltgψn+1 (mod a), ψn+1 = ψn − 2β(xn+1),
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Рис. 2.50. Развертка бильярда типа «стадион»

где β(x) = arctg (χ′(x)) — угол наклона касательной в точке столкновения.
В этом случае очевидно, что β ≈ 4b(2x− a)/a2.

Для дальнейших упрощений сделаем замену: ξ = x/a, ξ ∈ [0, 1). Таким
образом,

ξn+1 = ξn + l
a tgψn (mod 1), ψn+1 = ψn − 8b

a (2ξn+1 − 1). (2.94)

Одно из семейств неподвижных точек бильярда, очевидно, можно за-
писать в виде {ξ = 1/2, ψs = arctg(ma/l)}, где m — целое. Эти точки
соответствуют столкновениям частицы с центром дуги. При этом, если m =
= 0, то частица движется строго вертикально, если m = 1, то при каждом
соударении частица смещается на одну ячейку и т. д. (см. рис. 2.49). Иссле-
дуем устойчивость таких точек. Для этого проведем линеаризацию, сделав
замену ξn = ∆ξn+1/2, ψn = ∆ψn+arctg(ma/l). Тогда, раскладывая в ряд
по ∆ψ, найдем:

∆ξn+1 = ∆ξn + l

a cos2 ψs
∆ψn +O(∆ψ2

n), ∆ψn+1 = ∆ψn − 16b
a ∆ξn+1,

где ψs = arctg(ma/l). При этом матрица преобразования имеет вид:

A =




1 l

a cos2 ψs

−16b
a 1 − 16bl

a2 cos2 ψs


 .
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Легко убедиться, что detA = 1. Следовательно, полученное преобразова-
ние сохраняет площадь. Критерий устойчивости неподвижных точек можно
записать как |TrA| 6 2. Отсюда cos2 ψs > 4bl/a2 или m2 6 l/(4b)− l2/a2.

Разрушение всех резонансов произойдет, если 4bl/a2 > 1. Нетрудно
понять [407], что движение частицы вокруг устойчивой точки описывается
отображением поворота с числом вращения (см. §28)

ρ = arccos

(
1 − 8bl

a2 cos2 ψs

)
.

Движение частицы внутри бильярда с определенной скоростью V порожда-
ет поток, в котором можно ввести время t. Время между последовательными

столкновениями приблизительно равно τ ≈ l
cosψs

1
V

. Поэтому период вра-

щения

T1 = 2π
ρ τ =

2πl cosψs(
cos2 ψs − 8bl/a2

)
V
.

На рис. 2.51б представлен фазовый портрет бильярда с фокусирующи-
ми компонентами в форме параболы, задаваемого приближенным преоб-
разованием (2.94). Из его сравнения с рис. 2.51а, построенного на основе
точного соотношения (2.92)–(2.93), видно, что во втором случае траектория
равномерно распределена по всей стохастической области. Однако в первом
случае бо́льшая плотность соответствует области ψ > 0, а область вбли-
зи ψ ≈ π/2 практически пуста. Разницу результатов объясняет рис. 2.52.
Приближение малой глубины фокусирующей компоненты, сделанное при
выводе (2.94), буквально означает следующее: при пересечении отрезка,
соединяющего концы параболы в точке B, мы считаем, что соударение про-
исходит в точке A, являющейся проекцией точки B на дугу. На самом деле
соударение происходит в точке C. В результате для точного преобразова-
ния при большом ψ соударение будет происходить с большей вероятностью
с правой (на рисунке) частью дуги, так что угол ψ будет уменьшаться. Та-
ким образом, частицы как бы выталкиваются в область малых ψ и бо́льшая
часть их движения проходит в окрестности регулярных областей.

19.3.2 Периодически возмущаемая граница

В случае невозмущенного бильярда движение частицы вокруг устойчи-
вой точки происходит по эллипсу. Если граница бильярда возмущается, то
частица может переходить из стохастической области в регулярную и обрат-
но. Когда скорость частиц много больше скорости движения границ, можно
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Рис. 2.51. Фазовый портрет бильярда типа стадион с границей в виде дуги окруж-
ности (а) и параболической границей (б) при a = 0, 5; b = 0, 01 и l = 1

показать [407], что частицы, попадая в окрестность устойчивых точек, бу-
дут двигаться по спирали, сначала приближаясь к центру, а потом удаляясь
от него. При этом частота вращения вокруг устойчивой точки остается та-
кой же, как и в невозмущенной системе. Кроме того, можно показать, что
при определенной скорости частиц наступает резонанс между вращени-
ем частицы вокруг устойчивой точки и возмущением границ. В результате
вся область в ее окрестности становится доступной. Резонансную скорость
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Рис. 2.52. Разница траекторий частицы в точном и приближенном преобразованиях

можно выразить следующим образом:

Vr = l

2U0 cosψs arccos(1 − 8bl/(a cosψs)
2)
. (2.95)

Пусть фокусирующие компоненты возмущаются таким образом, что
скорость их движения в каждой точке одинакова по модулю и направлена
по нормали к поверхности. Предположим, что модуль скорости границы за-
висит от времени по некоторому периодическому закону U(t) = U0f(ω(t+
+ t0)), где ω — частота колебаний. Будем считать, что U0/ω � l, т. е. сме-
щение границы мало. В этом случае соотношение, описывающее движение
бильярдного шара, можно записать как

Vn =
√
V 2
n−1 + 4Vn−1 cosα∗nUn + 4U2

n,

αn = arcsin

(
Vn−1

Vn
sinα∗n

)
,

(2.96)

α∗n+1 = αn,
ϕn+1 = ϕn + π − 2αn (mod 2π),

tn+1 = tn +
2R cosαn

Vn
,





если |ϕn+1| 6 Φ (2.97)

ψn = αn − ϕn,

xn = R
cosψn

[sinαn + sin (Φ − ψn)] ,

x∗n+1 = xn + ltgψn (mod a),

α∗n+1 = arcsin

[
sin (ψn + Φ) −

x∗n+1

R
cosψn

]
,

ϕn+1 = ψn − α∗n+1,

tn+1 = tn +
R(cosϕn + cosϕn+1 − 2 cosΦ) + l

Vn cosψn
.





если

|ϕn + π − 2αn| > Φ

(2.98)
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Отметим, что при его выводе не использовалось соотношение (2.76). Един-
ственное приближение, которое было сделано, — учет малости смещения
границ бильярда. Выражения (2.97) соответствуют серии последователь-
ных столкновений частицы с одной фокусирующей компонентой, а (2.98) —
переходу от одной границы к другой.

• Численный анализ
Численное исследование бильярда типа «стадион» с возмущаемой гра-

ницей, описываемого преобразованиями (2.96)–(2.98), проводилось при тех
же значениях геометрических параметров, что и в предыдущем пункте.
При этом амплитуда и частота осцилляций границы составляли U0 = 0, 01
и ω = 1, соответственно.

Как указывалось ранее, для разных скоростей частиц фазовые портреты
такой системы должны отличаться. На рис. 2.53 представлена зависимость
резонансной скорости от угла ψs, задаваемой выражением (2.95). Из него
следует, что в области от 0 до ψs max ее значение меняется в узких пределах.
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Рис. 2.53. Резонансная скорость в зависимости от ψs

Фазовые портреты для возмущенного бильярда представлены на
рис. 2.54. Для исследования рассматривались ансамбли частиц с начальны-
ми скоростями V0 разных направлений, выбираемыми случайным образом
в стохастической области невозмущенного бильярда. Для построения фазо-
вого портрета плоскость была поделена на 300× 300 ячеек. При попадании
координат частицы (ξn, ψn) в определенную ячейку значение в ячейке уве-
личивалось на величину ∆Vn = Vn−Vn−1. Таким образом, фазовый портрет
дает представление о том, как в среднем происходит изменение скорости.
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Вертикальная штриховка соответствует увеличению скорости, горизонталь-
ная — уменьшению. Черным цветом показаны области, недоступные части-
це.

Рис. 2.54. Фазовые портреты изменения скорости в бильярде с возмущаемыми гра-
ницами (2.96)–(2.98) при b = 0.01, a = 0.5, l = 1, U0 = 0.01 и ω = 1, Vr = 1.2

Нетрудно видеть, что если V0 6= Vr, то вокруг устойчивых точек
существуют области, окруженные инвариантными кривыми. В окрестно-
сти устойчивых точек, ставшей доступной частице в результате возмуще-
ния системы, хорошо выделяются области преимущественного увеличения
и уменьшения скорости. Они меняются местами в зависимости от того,
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больше или меньше резонансной начальная скорость частиц. Если V0 = Vr,
то все окрестности устойчивых точек, кроме центральной (ψ0 = 0, ξ0 =
= 1/2), становятся доступными частице. При этом нет ярко выраженных
областей ускорения частиц.

Можно показать [407], что резонансная скорость в окрестности цен-
тральной устойчивой точки в два раза меньше, чем получается из уравне-
ния (2.95), и будет равна V 0

r ≈ 0, 6. Из рис. 2.54 следует, что при V0 = V 0
r

все области фазового пространства становятся доступными частице. Кроме
того, области ускорения и замедления частицы в окрестности центральной
устойчивой точки меняются местами при переходе через V 0

r .
Анализ соотношений (2.96)–(2.98) был проведен в двух вариантах:

для полностью хаотического и близкого к интегрируемому бильярдов
(рис. 2.55). В первом случае бильярд — классический стадион, т. е. Φ = π/2,
и граница бильярда состоит из двух полуокружностей и двух параллельных
прямых, касательных к ним (левый бильярд на рис. 2.40). Близкий к ин-
тегрируемому случай означает, что фокусирующие компоненты — почти
прямые (правый бильярд на рис. 2.40), так что выполняется соотношение
(2.76). Для хаотического быльярда были выбраны следующие параметры:
a = 0, 5; b = 0, 25; l = 1; U0 = 0, 01; ω = 1 и V0 = 0, 1. Скорость частицы
была вычислена как среднее значение ансамбля из 5000 траекторий с раз-
личными начальными условиями (сплошная кривая 1 на рис. 2.55). Началь-
ные условия выбирались случайным образом на фокусирующей компоненте
так, чтобы вектор скорости частицы был направлен внутрь бильярдной об-
ласти. Как следует из численного анализа, полученная зависимость имеет
приблизительно корневой характер (V (n) ∼ √

n).
В близком к интегрируемому бильярде параметр b достаточно мал

и кривизна фокусирующей компоненты дает лишь слабую нелинейность
в системе. В такой конфигурации невозмущенный бильярд имеет устойчи-
вые точки, окруженные инвариантными кривыми. В их окрестности движе-
ние частицы квазипериодично. В то же время вне этих регионов динамика
хаотична. Таким образом, если граница бильярда не возмущена, то, в зави-
симости от начальных условий, движение бильярдной частицы может быть
либо хаотическим, либо регулярным.

Теперь обратимся к возмущаемому бильярду. В такой системе части-
ца может двигаться из стохастической области в регулярную и обратно.
В достаточно малой окрестности неподвижной точки поведение частицы
имеет определенный период вращения, T1 = 2πl/(ρV ), где ρ — число вра-
щения, l — средняя длина свободного пробега и V — скорость частицы.
В то же время, период осцилляций границы T2 = 2π/ω. Таким образом,
в системе при некоторой скорости Vr будет наблюдаться резонанс. Как
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следует из численного анализа, зависимости скорости частицы от числа
столкновений по разные стороны резонанса отличаются. Если начальная
скорость V0 < Vr, тогда скорость частицы уменьшается до конечной вели-
чины Vfin < Vr, и распределение частиц по скоростям стремится к ста-
ционарному в интервале (0, Vfin). Если же V0 > Vr, то частицы могут
достигать высоких скоростей. В этом случае распределение частиц не ста-
ционарно и неограниченно возрастает.

На рис. 2.55 показана зависимость скорости от числа столкновений
(кривые 2–5, параметры бильярда те же, что и для бильярда «классический
стадион» (кривая 1), за исключением b = 0.01).

                                        

                                        

                                        

                                        

                                        

                                        

0.0 2.0x105 4.0x105 6.0x105 8.0x105 1.0x106

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

20

40

60

80 �
�

�

�

�

V

n

10

20

30

40

50

60

70

80

Рис. 2.55. Зависимость средней скорости частицы от числа итераций

На основании 5000 реализаций для каждой начальной скорости было
построено три кривых: средняя, минимальная и максимальная скорости,
достигнутые к n-ой итерации. Таким образом, можно определить интервал
изменения скорости. Как следует из рисунка, если V0 < Vr , тогда средняя
скорость частиц (сплошная кривая 2) постепенно уменьшается и стремится
к константе. Максимальная скорость частиц (пунктирная кривая 3) также
уменьшается до величины Vfin и флуктуирует около этого значения. В ко-
нечном счете скорости частиц оказываются в интервале 0 < V < Vfin.
В случае V > Vr минимальная скорость частиц также уменьшается. Это
означает, что в ансамбле существуют частицы, попавшие в область малых
скоростей. В численном анализе доля таких частиц составляла пример-
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но 3/4. В то же время существуют частицы с большой скоростью (штри-
ховая кривая 5, которая соответствует максимальной скорости в ансамбле).
В результате средняя скорость (сплошная кривая 4) частиц будет расти.

Таким образом, в бильярде типа «стадион» динамика роста скорости
зависит от его формы. Если форма такова, что поведение частицы в нем
полностью хаотично, то, как и в газе Лоренца, средняя скорость ансамбля
частиц растет как корень из числа столкновений. В то же время в близ-
ком к интегрируемому случаю наблюдается новое явление. В зависимости
от начальной скорости ансамбль частиц может как ускоряться, так и замед-
ляться, т. е. происходит разделение частиц по скоростям.

20. Диссипативные динамические системы

Таким образом, некоторые простые гамильтоновы системы могут об-
ладать нерегулярными, или хаотическими, режимами движения. Появление
таких режимов — это свойство самих систем, не связанное с воздействием
на их динамику каких-либо случайных сил. В этом состоит отличительная
особенность хаотичности. Но гамильтоновы системы, вообще говоря, —
это достаточно узкий класс систем. Большинство же изучаемых систем —
биологические, химические, экологические и т. д. — диссипативные, т. е.
системы, для которых не справедлива теорема Лиувилля и фазовый объем
которых со временем не остается постоянным, а сжимается. Сокращение
фазового объема приводит к тому, что при t → ∞ все решения диссипа-
тивной системы будут стягиваться к некоторому подмножеству фазового
пространства, называемому аттрактором.

Изучим здесь некоторые свойства диссипативных динамических си-
стем. Как мы увидим в дальнейшем, эти системы тоже могут иметь очень
сложные режимы движения: в зависимости от того, каким является аттрак-
тор — простым или сложным, — их динамика может быть, соответственно,
либо регулярной, либо хаотической.

20.1 Свойства диссипативных систем

Поведение диссипативных динамических систем в большинстве слу-
чаев описывается n дифференциальными уравнениями 1-го порядка

ẋ = v(x), x(0) = x0, (2.99)

где x = {x1, . . . , xn} — n-мерный вектор с компонентами x1, . . . , xn,
а v = {v1, . . . , vn} — векторная функция, компонентами которой служат
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величины v1, . . . , vn. Будем предполагать, что функция v не зависит явно
от времени, т. е. система (2.99) является автономной. Заметим, что любое
дифференциальное уравнение, разрешенное относительно старшей произ-
водной, с помощью соответствующей замены переменных можно свести
к виду (2.99). Если же система не автономна, то, выбрав в качестве ново-
го времени независимую переменную τ и добавив уравнение dτ/dt = 1,
мы превратим исходную систему в автономную.

Фазовое пространство системы (2.99) (будем, как прежде, обозначать
его M ) образовано компонентами {x1, . . . , xn} вектора x и имеет размер-
ность n. Решение уравнений (2.99) xi(t) = Fi(t,x0), i = 1, 2, . . . , n, задает
определенную линию, или фазовую траекторию, в пространстве M . Сово-
купность фазовых траекторий x(t) для системы (2.99) называется n-мерным
потоком. Если v — гладкая функция, то решение x(t) = F (t,x0) существует
при всех t и каждой точке фазового пространства ставится в соответствие
единственное состояние системы.

В силу теоремы Лиувилля, характерной особенностью движения га-
мильтоновых систем является сохранение их фазового объема. В противо-
положность этому в диссипативных динамических системах фазовый объем
в среднем сжимается.

Найдем изменение малого элемента объема

∆Ω =
∏

i

∆xi (2.100)

в момент времени t, близкий к начальному (t → 0) [116]:

d(∆Ω)

dt
=
d(∆x1)

dt

∏

i6=1

∆xi +
d(∆x2)

dt

∏

i6=2

∆xi + . . . =

=
∏

i

∆xi
d(∆x1)

dt
1

∆x1
+
∏

i

∆xi
d(∆x2)

dt
1

∆x2
+ . . . . (2.101)

Отсюда, учитывая (2.100), получаем

d(∆Ω)

dt
= ∆Ω

∑

i

1
∆xi

d(∆xi)

dt
. (2.102)

Обозначим

Ξ ≡ 1
∆Ω

d(∆Ω)

dt
=
∑

i

1
∆xi

d(∆xi)

dt
. (2.103)
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Принимая во внимание, что

∆xi =
∂xi
∂xi(0)

∆xi(0) (2.104)

и, значит,
d(∆xi)

dt
= ∆xi(0) d

dt

∂xi
∂xi(0)

, (2.105)

из (2.103) и (2.99) при t→ 0 находим

Ξ

∣∣∣∣
t→0

=
∑

i

∆xi(0)

∆xi

d
dt

∂xi
∂xi(0)

∣∣∣∣
t→0

=

n∑

i=1

∂vi
∂xi

= div v. (2.106)

Таким образом, если
div v = 0, (2.107)

то система является консервативной: при движении ее фазовый объем со-
храняется. Если же

div v < 0, (2.108)

то система будет диссипативной и ее фазовый объем со временем сокраща-
ется.

В конечном счете (т. е. при t → ∞) все решения диссипативной си-
стемы сосредоточатся на некотором подмножестве A фазового простран-
ства M . Это подмножество A называется аттрактором.

20.2 Простые аттракторы

В литературе аттрактором обычно называют такое подмножество
A фазового пространства M , которое удовлетворяет следующим услови-
ям [115, 202]:

а) A инвариантно относительно потока динамической системы;
б) существует окрестность U , которая сжимается к A под действием

потока;
в) A нельзя разложить на два и более непересекающихся инвариантных

подмножества.
Поясним смысл приведенного определения. Решения системы x(t) =

= F (t,x0) можно рассматривать как закон, согласно которому начальной
точке x(0) ставится в соответствие определенная точка x(t) в момент вре-
мени t. Поэтому, как и ранее (см. §18), можно ввести оператор эволюции,
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действующий в фазовом пространстве, F t : M → M . Инвариантность
аттрактора A относительно потока означает, что F tA = A, т. е. попав на ат-
трактор, мы остаемся там при любом t→ ∞.

Второе утверждение означает, что A является подмножеством множе-
ства U , A ⊂ U ⊂ M , и при t → ∞ имеем F tU → A. Фактически здесь
речь идет об области притяжения аттрактора A, т. е. совокупности таких
начальных точек x0 ∈ U , что при t → ∞ фазовые траектории, начавшиеся
в этих точках, стремятся к аттрактору A.

Третье утверждение необходимо для того, чтобы в фазовом простран-
стве разделять аттракторы между собой.

Отметим, что в настоящее время еще нет единого мнения по по-
воду наилучшего определения аттрактора и, помимо приведенного, при-
надлежащего Лэнфорду, существуют и другие определения (см., напри-
мер, [72, 429, 438]).

Обычно динамическая система имеет конечное число аттракторов A1,
A2, . . . ,Ak, однако известны простые системы, которые могут иметь бес-
конечно много аттракторов [202, 439]. Для любой динамической системы,
имеющей аттракторы, все начальные точки в фазовом пространстве, кроме
множества меры нуль, лежат в области притяжения одного из них.

Вернемся к системе (2.99). Точки x0, в которых правая часть v(x)
уравнений (2.99) обращается в нуль, т. е. v(x0) = 0, называются поло-
жениями равновесия, или стационарными (или иногда особыми), точками
системы (2.99). Положение равновесия может быть как устойчивым, так
и неустойчивым. Понятие устойчивости динамических систем имеет боль-
шое прикладное значение и является одним из наиболее важных понятий.
В частности, характер эволюции некоторой системы из состояния равнове-
сия существенно зависит от того, каким это равновесие является: устойчи-
вым или неустойчивым. В случае неустойчивого равновесия в результате
даже очень малых начальных отклонений система может быть отброшена
от стационарного состояния и движение станет либо очень сложным, либо
система перейдет в другое стационарное состояние, весьма далекое от ис-
ходного. Поэтому важное значение имеет изучение характера устойчивости
динамических систем.

Говорят, что система находится в положении устойчивого равнове-
сия x0, если при малых отклонениях от него система останется вблизи x0

при любых t. На математическом языке это утверждение формулируется
следующим образом. Стационарная точка x0 системы (2.99) называется
устойчивой или, точнее, устойчивой по Ляпунову, если для любого ε > 0
существует δ(ε) > 0, такое, что для всякого решения x(t) той же системы,
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начальные значения которого удовлетворяют неравенству

ρ(x(t0),x
0) < δ(ε), (2.109)

для всех t > t0 справедливо

ρ(x(t),x0) < ε. (2.110)

Здесь ρ( . . . ) — расстояние между фазовыми точками с координата-
ми x( · ),x0.

Если же положение равновесия x0 не только устойчиво, но, кроме того,
удовлетворяет условию

lim
t→∞

ρ(x(t),x0) = 0, (2.111)

то стационарная точках x0 в этом случае называется асимптотически
устойчивой.

Предположим, что система (2.99) в некоторый момент времени t0 на-
ходилась в состоянии x(t0), близком к состоянию равновесия:

x(t0) = x0 + ξ(t), (2.112)

где ξ(t) — малая по сравнению с x0 величина. При каких условиях такая
система и для t > t0 останется вблизи x0, т. е. будет устойчивой? Ответ
на этот вопрос дает теорема Ляпунова об устойчивости по первому при-
ближению. Суть ее заключается в следующем. Рассмотрим систему (2.99)
при условии (2.112). Тогда, переходя в (2.99) к переменной ξ(t) и разлагая
правую часть в ряд, получаем

ξ̇i = vi(x
0 + ξ) = vi(x

0) +
∑

k

∂vi
∂xk

∣∣∣∣
x0

ξk +Ri, (2.113)

Ri = 1
2

∑

j,m

∂2vi
∂xj∂xm

∣∣∣∣
x0

ξjξm + . . . .

Поскольку v(x0) = 0, то уравнение (2.113) примет вид

ξ̇i =

n∑

k=1

∂vi
∂xk

∣∣∣∣
x0

ξk +Ri. (2.114)
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Если теперь отбросить нелинейные члены, то вместо (2.99) получим лине-
аризованную систему

ξ̇i =

n∑

k=1

aikξk, (2.115)

где aik = ∂vi/∂xk
∣∣
x0 — элементы матрицы линеаризации A системы (2.99).

Теорема Ляпунова утверждает, что если все собственные значения λi матри-
цы A удовлетворяют неравенству Reλi < 0, i = 1, 2, . . . , n, то положение
равновесия x0 исходной системы (2.99) асимптотически устойчиво. Если
же среди всех собственных значений λi существует хотя бы одно такое,
что Reλk > 0, то особая точка x0 системы (2.99) является неустойчивой.
Наконец, если среди λi встречаются такие, для которых Reλk = 0, то устой-
чивость положения равновесия x0 нелинейной системы (2.99), вообще го-
воря, не может быть определена из анализа линеаризованной системы.

Рис. 2.56. Устойчивый (а) и неустойчивый (б) узлы

Собственные значения λi матрицы линеаризации A, как известно,
определяются из соотношения det[aik − λδik ] = 0, которое называется ха-
рактеристическим уравнением матрицы A. Следовательно, изучение устой-
чивости стационарных точек системы сводится к алгебраической задаче на
собственные значения и, в конечном счете, к исследованию корней харак-
теристического уравнения.

Рассмотрим в качестве иллюстрации систему двух дифференциальных
уравнений

ẋ = v1(x, y), ẏ = v2(x, y). (2.116)
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Рис. 2.57. Седловая точка

В зависимости от значения ее
характеристических чисел λi осо-
бые точки такой системы могут быть
только четырех различных типов.

1. Корни λ1 и λ2 характеристи-
ческого уравнения действитель-
ные и одного знака. Особая точ-
ка системы называется узлом
(рис. 2.56).

Рис. 2.58. Устойчивый (а) и неустойчи-
вый (б) фокусы

Рис. 2.59. Центр

2. Корни λ1 и λ2 действительные
и разных знаков. Такая неустой-
чивая стационарная точка си-

стемы называется седлом (рис. 2.57). Траектории I и II , проходящие
через седло, называются сепаратрисами.

3. Корни λ1 и λ2 характеристического уравнения — комплексно-сопря-
женные (но не чисто мнимые). В этом случае особая точка называется
фокусом (рис. 2.58).

4. Корни λ1 и λ2 чисто мнимые. Этот случай встречается только в кон-
сервативных (но не диссипативных) системах. Особая точка называется
центром (рис. 2.59).
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Рис. 2.60. Стационарная точка � 0 типа седло-узел

Рис. 2.61. Стационарная точка � 0 типа седло-фокус

Кроме перечисленных, в многомерных системах встречаются и более
сложные типы стационарных точек. Например, возможны комбинации 1-го
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и 2-го, а также 2-го и 3-го типов. Особые точки в этих случаях называются,
соответственно, седло-узел (рис. 2.60) и седло-фокус (рис. 2.61).

Рис. 2.62. Устойчивый (а) и неустойчивый (б) предельный циклы

Нетрудно заметить, что притягивающие особые точки, такие как
устойчивый узел и устойчивый фокус, являются аттракторами. Но ат-
тракторами в диссипативных системах могут быть не только устойчи-
вые стационарные точки, но и замкнутые фазовые кривые, соответству-
ющие периодическому движению. Такие изолированные замкнутые тра-
ектории называются предельными циклами. Устойчивые предельные цик-
лы являются аттракторами. Они обладают тем свойством, что в их до-
статочно малой окрестности нет других замкнутых траекторий, а все
остальные фазовые кривые из этой окрестности наматываются на эту
единственную замкнутую траекторию (рис. 2.62а). Если все траектории
сматываются с предельного цикла, то он является абсолютно неустойчи-
вым (рис. 2.62б). В этом случае предельный цикл, очевидно, не будет ат-
трактором.

20.2.1 Элементы теории Флоке

Вопросы устойчивости предельных циклов рассматриваются в теории
Флоке, объектом исследования которой служат линейные дифференциаль-
ные уравнения с периодическими коэффициентами. Эта теория связывает,
как будет понятно из дальнейшего, отображение Пуанкаре в окрестности
предельного цикла и уравнение в вариациях (т. е. линеаризованную систе-
му).

Пусть x(t) — периодическое решение системы с периодом T : x(t) =
= x(t + T ). Рассмотрим малое возмущение такого решения в некоторый
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момент времени t0,
x̃ (t0) = x (t0) + ξ (t0) ,

и проследим, при каких условиях из малости ξ (t0) вытекает малость ξ (t)
при t > t0. Подставив x̃ (t0) в исходную систему (2.99), разложив функ-
цию v вблизи значений x (t) в ряд по степеням ξ и оставив в разложении
члены, содержащие ξ в степени не выше первой, получим линейную систе-
му дифференциальных уравнений первого приближения с периодическими
коэффициентами:

ξ̇i =

n∑

k=1

aik (t) ξk (t) , ajk(t) =
∂vj

∂xk

∣∣∣∣∣
x(t)

.

Эта система часто называется системой уравнений в вариациях вдоль
фазовой кривой. Запишем его в матричной форме:

ξ̇ = Aξ, (2.117)

где A(t) = A(t+ T ) — T -периодическая n× n матрица. Фундаментальное
матричное решение системы (2.117) — это зависящая от времени матри-
ца Ξ̂, такая, что ξ(t) = Ξ̂(t)l, где l — некоторый постоянный вектор. Таким
образом, Ξ̂(t) представляет собой матрицу, столбцы которой являются ком-
понентами линейно независимых решений системы (2.117).

Согласно теории Флоке каждое фундаментальное матричное решение
можно представить в виде

Ξ̂(t) = Ŷ (t)eB̂t, (2.118)

где Ŷ (t + T ) = Ŷ (t) — некоторая дифференцируемая по t матрица n × n,
B̂ — постоянная n× n матрица и

eB̂ = Î + B̂ + 1
2!
B̂2 + . . .+ 1

k!
B̂k + . . . ,

eB̂t = etB̂ = Î + tB̂ + t
2!
B̂2 + . . .+ tk

k!
B̂k + . . . .

Далее, из T -периодичности A вытекает, что Ξ̂(t + T ) тоже будет фунда-
ментальным решением. Поэтому существует постоянная невырожденная
матрица L̂, такая, что

Ξ̂(t+ T ) = Ξ̂(t)L̂. (2.119)
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Тогда из общей теории (см., например, [190]) и условия detL̂ 6= 0 следу-
ет существование (но не единственность) матрицы B̂, обладающей свой-
ством L̂ = eB̂T или ln L̂ = B̂T . Значит, Ξ̂(t+ T ) = Ξ̂(t)eB̂T . Теперь из со-

отношения Ŷ (t) = Ξ̂(t)e−B̂t (см. (2.118)) легко найти, что

Y (t+ T ) = Ξ̂(t+ T )e−B̂(t+T ) = Ξ̂(t+ T )e−B̂T e−B̂t = Ξ̂(t)e−B̂t = Y (t).

Заметим, что матрица B̂ и ее собственные значения определяются неод-
нозначно системой (2.117). Например, в соотношении (2.118) матрицу Ŷ (t)

можно заменить матрицей Ŷ (t)e−2πit, а матрицу B̂ — матрицей B̂ + 2πiÎ.

Однако собственные значения матрицы eB̂T единственным образом опре-
деляются матрицей A. Сама матрица eB̂T определяется фундаментальной
матрицей Ξ̂(t) так, что при замене Ξ̂(t) на Ξ̂(t)L̂0, где L̂0 — постоянная

невырожденная матрица, eB̂T заменяется на L̂0e
B̂T L̂−1

0 .
Матрица L̂ называется матрицей монодромии 8, а ее собственные зна-

чения αj , j = 1, 2, . . . , n, — мультипликаторами системы (2.117). Очевидно,
они могут быть как вещественными, так и комплексными. Когда фазовая
траектория вблизи предельного цикла совершает один оборот, возмущение,
отвечающее каждому собственному вектору, умножается на соответствую-
щий мультипликатор.

Собственные числа βj матрицы B̂ называются показателями Флоке.
Они связаны с мультипликаторами соотношением αj = eβjT . Таким обра-
зом, вещественные компоненты показателей Флоке определены однознач-
но, однако мнимые части задаются только с точностью до 2πik/T , k =
= ±1,±2, . . . .

Пусть ξ(t) — некоторое T -периодическое решение системы (2.117). То-

гда, поскольку ξ(t) = Ŷ (t)eB̂tl, где l — постоянный вектор, найдем: eB̂T l =

= l. Стало быть, l будет собственным вектором матрицы L̂ = eB̂T , которому
соответствует мультипликатор α = 1. Поэтому матрица B̂ будет иметь соб-
ственное значение β = 0 (mod 2πik/T ).

Качественно данный результат соответствует ситуации, когда началь-
ное возмущение ξ выбирается по касательной вдоль траектории. Тогда
с течением времени это возмущение будет изменяться периодически с тем
же периодом, что и невозмущенная траектория x(t). Следовательно, один

8Слово монодромия происходит от двух составляющих: «моно» — один и греч. «дром» —
круг. Таким образом, матрица монодромии — это матрица, полученная через один оборот
(период) цикла.
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из показателей Флоке периодического решения всегда оказывается равным
нулю, а соответствующий ему мультипликатор — единице.

Теперь нетрудно понять основной результат, касающийся устойчивости
периодических решений: если один из мультипликаторов предельного цик-
ла γ равен единице, а все остальные по модулю меньше единицы, то такой
цикл асимптотически устойчив. Если хотя бы один из мультипликаторов
по модулю больше единицы, то периодическое решение неустойчиво, т. е.
существуют фазовые траектории, удаляющиеся от γ. Таким образом, цикл γ
устойчив, если n−1 мультипликатор на комплексной плоскости (Imα, Reα)
лежит внутри единичной окружности.

Рис. 2.63. Мультипликаторы и показатели Флоке [90]

Все изложенное можно обобщить следующим образом. Пусть α =
= ρ ± iκ, β = η ± iζ. Представим собственные значения на плоско-
стях α и β (рис. 2.63). Тогда повторяющиеся точки iζ ± 2πik/T на мнимой
оси β-плоскости отобразятся в одни и те же точки α-плоскости. Если пара
комплексно-сопряженных показателей Флоке пересекает мнимую ось β-
плоскости, то при этом пара комплексно-сопряженных мультипликаторов
выходит из единичного круга (на рис. 2.63 это обозначено стрелками). При
пересечении показателем Флоке мнимой оси в начале координат (β = 0)
мультипликатор выходит из единичного круга в точке α = ρ = 1. Когда
показатель Флоке пересекает мнимую ось в точках β = ±iπ/T , это соот-
ветствует мультипликатору α = ρ = −1.

Описанные способы потери устойчивости предельным циклом явля-
ются типичными, т. е. они встречаются в динамических системах общего
положения (см. §28).

Рассмотрим теперь, как геометрически связаны мультипликаторы α
и показатели Флоке β. Очевидно, эта связь реализуется через отображение
Пуанкаре.
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Рис. 2.64. Отображение Пуанкаре в окрестности предельного цикла

Предположим для наглядности, что исходная система (2.99) трехмер-
на, n = 3. Пусть γ = x(t) — предельный цикл и S — секущая поверх-
ность, которую этот цикл пересекает в точке p. Выберем некоторую окрест-
ность U ⊂ S этой точки (рис. 2.64) и рассмотрим первое возвращение тра-
ектории, вышедшей из близкой к p точки q ∈ U . Тогда можно определить
отображение Пуанкаре Φ : U → S, переводящее точку q в точку q′ = ϕ(q)
на поверхности S.

Очевидно, в координатном представлении в окрестности точки p отоб-
ражение Пуанкаре можно записать в виде

y′ = L̂y + g(y),

где L̂ — матрица 2 × 2 с элементами
∂ϕi
∂yk

∣∣∣
y=p

. Таким образом, линеаризо-

ванное отображение есть
y′ = L̂y.

Матрица L̂ и есть матрица монодромии. Каждому ее собственному зна-
чению отвечает собственный вектор, задающий инвариантное направление.
Один из таких векторов всегда будет направлен по касательной вдоль траек-
тории. Поэтому соответствующий ему мультипликатор оказывается равным
единице.

При каждом обходе предельного цикла и возвращении траектории на S
возмущение умножается на соответствующий мультипликатор. Следова-
тельно, цикл будет устойчив, когда все мультипликаторы, за исключением
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Рис. 2.65. Устойчивое W s и неустойчивое W u многообразия седлового предельного
цикла

одного, отвечающего возмущению вдоль траектории, удовлетворяют усло-
вию |α| < 1.

Предельные циклы γ, для которых один из мультипликаторов лежит
внутри единичного круга, а другой — снаружи, называются седловыми. Сед-
ловой предельный цикл характеризуется тем, что при t → ∞ одни фазовые
кривые динамической системы будут наматываться на него, образуя устой-
чивое многообразие W s седлового цикла γ, а другие — сматываться с него,
образуя неустойчивое многообразие W u (рис. 2.65).

В общем случае часть мультипликаторов будет лежать внутри единич-
ного круга, а часть — снаружи. Количество мультипликаторов, лежащих
внутри единичного круга, определяет размерность пересечения устойчиво-
го многообразия W s с секущей S. Аналогично, размерность пересечения
неустойчивого многообразия W u и S равна числу мультипликаторов, лежа-
щих вне единичного круга.

В двумерных диссипативных динамических системах, поскольку фазо-
вые траектории не могут пересекаться, возможны аттракторы только двух
типов: устойчивые стационарные точки и устойчивые предельные циклы.
Однако для систем с размерностью фазового пространства n = 3 динамика
уже не исчерпывается этими двумя простыми случаями. Кроме стацио-
нарных точек и предельных циклов, в таких системах могут существовать
и более сложные аттракторы, в частности двумерные инвариантные торы,
отвечающие квазипериодическому движению с двумя рационально незави-
симыми частотами.
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В многомерных системах n > 3 возможно возникновение еще более
сложного квазипериодического движения, когда в фазовом пространстве
рождаются торы более высокой размерности. Но в общем случае много-
мерные притягивающие торы являются неустойчивыми и под действием
всегда присутствующих в динамической системе возмущений разрушают-
ся. Кроме того, возникновению режима движения с большим числом несо-
измеримых частот препятствует явление, называемое синхронизацией коле-
баний (см. в [113] § 30). Синхронизация может происходить несколькими
способами и заключается в том, что в многомерных системах колебания
с независимыми частотами сложным образом влияют друг на друга, что
приводит к исчезновению квазипериодического и установлению периоди-
ческого режима движения с соизмеримыми частотами, т. е. предельному
циклу на торе. По этим причинам появление многомерных торов в фазовом
пространстве диссипативных динамических систем не является случаем об-
щего положения, т. е. это скорее исключение, чем правило.

Исследовать квазипериодическое движение на устойчивость значитель-
но сложнее, чем периодическое, и для произвольных систем аналитиче-
ское рассмотрение, аналогичное анализу устойчивости периодического дви-
жения, возможно далеко не всегда. Однако имеется подход, основанный
на применении отображения Пуанкаре. Рассечем тор некоторой поверхно-
стью S без касания так, чтобы в сечении получилась инвариантная за-
мкнутая кривая γ. Тогда при некоторых условиях [156, 158] отображение
последования в окрестности γ может быть рассмотрено как отображение
сдвига (см. раздел 2.18), т. е. на секущей S представлено дифференциаль-
ными уравнениями.

Периодическому решению этих уравнений будет соответствовать за-
мкнутая кривая γ, и исследование устойчивости исходного тора сводится
к уже рассмотренной ранее задаче — задаче об устойчивости периодическо-
го движения.

Наглядный пример использования подобной процедуры для системы,
обладающей высокой степенью симметрии, приведен в [192]. Но если изу-
чаемая система достаточно сложна, то применение указанных методов ста-
новится чрезвычайно громоздким, если вообще возможным, и, как правило,
наталкивается на непреодолимые трудности. Поэтому в настоящее время
широко используются численные методы при исследовании устойчивости
квазипериодического движения диссипативных динамических систем.

20.3 Странные аттракторы

Все перечисленные аттракторы — устойчивые стационарные точки,
устойчивые предельные циклы и инвариантные торы — называются про-
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стыми аттракторами, поскольку динамика систем с такими аттракторами
не является хаотической и носит, самое сложное, эргодический характер.
Простые аттракторы являются подмногообразиями фазового пространства
динамических систем. Подмногообразием пространства M называют вся-
кое подмножествоW в пространствеM ′ (M ′ ⊆M ), такое, что локально оно
выглядит как «кусок» пространства M ′ и имеет в каждой точке единствен-
ную касательную гиперплоскость, т. е. W вложено в M гладко. Например,
предельный цикл и двумерный инвариантный тор — это, соответственно,
одномерное и двумерное подмногообразия. Но в диссипативных динамиче-
ских системах, размерность фазового пространства которых n > 3, в до-
полнение к простым аттракторам, могут существовать ограниченные при-
тягивающие множества, которые являются аттракторами и одновременно
не являются подмногообразиями. Такие аттракторы, отличные, в том числе,
и от конечного объединения подмногообразий фазового пространства, на-
зываются странными аттракторами [29]. Термин «странный аттрактор»
был введен Д. Рюэлем и Ф. Такенсом в [173] и означал аттрактор, отличный
от стационарной точки и предельного цикла.

Сжатие фазового объема диссипативной динамической системы при-
водит к тому, что фазовые кривые с течением времени стягиваются к пре-
дельному множеству — странному аттрактору и, попав в область, занятую
им, остаются там навсегда. На самом же аттракторе движение является
неустойчивым: любые две траектории системы расходятся экспоненциаль-
но быстро, оставаясь, разумеется, на странном аттракторе. Иначе говоря,
поведение системы со странным аттрактором характеризуется сочетанием
глобального сжатия фазового объема с локальной неустойчивостью фазо-
вых траекторий.

Чтобы лучше представить себе множество, являющееся странным ат-
трактором, рассмотрим простой пример [482].

Возьмем бесконечно тонкий прямоугольный лист, растянем его вдоль
и сложим вдвое только с одной стороны (см. рис. 2.66а). Затем сложенную
сторону растянем вдвое и склеим с противоположной стороной (рис. 2.66б).
Для гладкости склейки и вследствие того, что траектории на такой по-
верхности могут пересекаться, необходимо, чтобы исходный лист состоял
из бесконечного числа плотно прижатых непересекающихся поверхностей.
Тогда фазовые кривые после совершения одного оборота каждый раз будут
попадать на новый лист. В результате получим множество, объем которого
равен нулю, а траектории расходятся.

Поскольку фазовые кривые на странном аттракторе расходятся, то ди-
намика системы с таким аттрактором во многом аналогична динамике
в ограниченном объеме гамильтоновой системы с перемешиванием, т. е.
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Рис. 2.66. Модель странного аттрактора [482]

является хаотической. Математическим образом такого хаотического дви-
жения в диссипативных динамических системах и служит странный аттрак-
тор. При этом малые возмущения системы хотя и могут изменить структуру
странного аттрактора, но не разрушают его: для всех близких динамических
систем движение будет хаотическим.

20.3.1 Аттрактор Лоренца

Приведем достаточно простую систему, обладающую странным ат-
трактором. Это — известная система Лоренца [117]. Она была предложена
в работе Б. Зальцмана [478] и представляет собой систему обыкновенных
дифференциальных уравнений, которая получается из уравнений гидроди-
намики в задаче о термоконвенции в подогреваемом снизу горизонтальном
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слое жидкости:

ẋ = σy − σx, ẏ = rx− y − xz, ż = xy − bz. (2.120)

Здесь σ — число Прандтля, r — приведенное число Рэлея, b — постоянная,
характеризующая размеры физической системы. Исторически уравнения
Лоренца явились первой динамической системой, в которой было доказано
наличие странного аттрактора. Нас эта система в основном будет интере-
совать как модельный пример, изучая который, можно понять, что такое
странный аттрактор и как он может появиться.

Перечислим сначала ряд общих свойств модели Лоренца.
Дивергенция системы (2.120)

3∑

i=1

∂vi
∂xi

= −(b+ σ + 1) < 0. (2.121)

Следовательно, фазовый объем со временем постоянно сжимается, т. е. си-
стема Лоренца является диссипативной. Можно показать [51, 117], что си-
стема (2.120) не допускает интегральных кривых, уходящих на бесконеч-
ность, т. е. любое решение (2.120) в конце концов попадает в шар:

x2 + y2 + z2 < R2, R = R(σ, r, b), (2.122)

и остается там при любых t > 0.
Система Лоренца симметрична относительно замены перемен-

ных x → −x, y → −y, z → z, следовательно, ее фазовый портрет симмет-
ричен относительно оси z. Данное свойство уравнений Лоренца облегчает
численное исследование системы (2.120).

Опишем теперь изменение режимов движения в системе (2.120) в за-
висимости от значений ее параметров r, σ и b.

1. Положения равновесия — стационарные точки системы Лоренца —
находятся из уравнений

σy − σx = 0, rx− y − xz = 0, xy − bz = 0. (2.123)

Начало координат, т. е. точкаO (x = y = z = 0), является стационарной точ-
кой при любых r, σ и b. Ее характеристическое уравнение имеет вид

[λ2 + (σ + 1)λ+ σ(1 − r)](λ + b) = 0. (2.124)

Следовательно, точка O устойчива и является устойчивым узлом, ес-
ли r < 1.
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2. Когда r > 1, точкаO теряет устойчивость, превращается в седло-узел
и в системе возникают еще две стационарные точки:

O1(x, y, z) =
(√

b(r − 1),
√
b(r − 1), (r − 1)

)
,

O2(x, y, z) =
(
−
√
b(r − 1),−

√
b(r − 1), (r − 1)

)
.

При всех r > 1 система (2.120) имеет только эти три стационарные точки:O,
O1 иO2. Тип точекO1 иO2 определяется из характеристического уравнения

λ3 + (σ + b+ 1)λ2 + (r + σ)bλ+ 2σb(r − 1) = 0. (2.125)

Отсюда находим, что O1 и O2 устойчивы, если σ > b+ 1 и

1 < r < r∗ = σ
σ + b+ 3
σ − b− 1

. (2.126)

При r > r∗ точки O1 и O2 становятся неустойчивыми. В этом случае ха-
рактеристическое уравнение (2.125) имеет один действительный отрица-
тельный корень и два комплексно-сопряженных с положительной действи-
тельной частью, т. е. точки O1 и O2 будут стационарными точками типа
седло-фокус.

Для дальнейшего изучения поведения траекторий требуется численное
интегрирование уравнений (2.120), поскольку локальный анализ окрест-
ностей неустойчивых стационарных точек O, O1 и O2 не дает сведений
о характере движения в системе Лоренца.

Численное исследование системы Лоренца было выполнено многими
авторами (сводка результатов имеется в [55, 158, 198, 497]). Следуя [198],
рассмотрим эволюцию режимов движения в уравнениях (2.120) при σ = 10,
b = 8/3 и 10 6 r 6 28.

1. При 10 6 r < r1 ≈ 13,926 система имеет три состояния равнове-
сия: O, O1 и O2. Точка O неустойчива и представляет собой точку типа
седло-узел, имеющую двумерное устойчивое многообразие W s и две выхо-
дящие кривые (сепаратрисы) Γ1 и Γ2. Две другие стационарные точки, O1

и O2, являются устойчивыми. Характер поведения фазовых траекторий для
этого случая представлен на рис. 2.67.

2. Когда r = r1 ≈ 13,926, каждая из кривых Γ1, и Γ2 превращается
в замкнутую гомоклиническую петлю; при этом точки O1 и O2 остаются
устойчивыми (рис. 2.68).

3. r1 < r < r2 ≈ 24,06. В этой ситуации точки O1 и O2 по-прежнему
являются устойчивыми, а от каждой из гомоклинических петель Γ1 и Γ2
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Рис. 2.67. Фазовый портрет системы Ло-
ренца при σ = 10; b = 8/3, 10 < r <
< 13, 926

Рис. 2.68. Фазовый портрет системы Ло-
ренца при σ = 10, b = 8/3 и r = 13, 926

рождается по седловой периодической траектории L1 и L2. Сепаратрисы
Γ1 и Γ2 стремятся теперь, соответственно, к точкам O2 и O1. Кроме того,
появляются кривые, идущие от седлового предельного цикла L1 к L2 и от
L2 к L1. Эти кривые образуют одномерное множество B1, но это множе-
ство не является притягивающим и, следовательно, аттрактором. Устойчи-
вые многообразия седловых периодических траекторий L1 и L2 являются
границами областей притяжения стационарных точекO1 и O2. Фазовая кри-
вая, начавшаяся вне этих областей, может совершать колебания из окрест-
ности L1 в окрестность L2 и обратно, пока не попадет в область притяжения
одного из аттракторов O1 или O2, причем по мере приближения параметра
r к значению r2 число колебаний существенно возрастает [67, 89]. Такое
поведение системы называют метастабильным хаосом [89]. Общий вид
основных элементов фазового портрета системы Лоренца для этого случая
показан на рис. 2.69а, а его проекция на координатную плоскость (x, z) —
на рис. 2.69б.

4. При r = r2 ≈ 24,06 стационарные точки O2 и O1, согласно (2.126),
еще являются устойчивыми, но сепаратрисы Γ1 и Γ2 уже не стремятся
к ним, а наматываются на седловые траектории L2 и L1, соответственно
(рис. 2.70). Теперь на месте B1 возникает множество B2, которое при r > r2
становится притягивающим.

5. r2 < r < r3 ≈ 24,74. В этом интервале точки O1 и O2 (см. (2.126))
по-прежнему устойчивы. Однако кроме них в фазовом пространстве систе-
мы имеется предельное множество B2, называемое аттрактором Лорен-



228 Глава 2

Рис. 2.69. Основные элементы фазового портрета системы Лоренца при σ = 10,
b = 8/3 и 13, 926 < r < 24, 06 (а) [158] и его проекция на координатную плос-
кость (x, z) (б) [198]

Рис. 2.70. Проекция фазового портрета системы Лоренца на координатную плос-
кость (x, z) при σ = 10, b = 8/3, r = 24, 06

ца. Множество B2 представляет собой совокупность интегральных кривых,
идущих от L1 к L2 и обратно; кроме них, B2 содержит седловую точку O
и ее сепаратрисы Γ1 и Γ2.

Таким образом, при r ∈ (r2, r3) в системе Лоренца имеются три аттрак-
тора: стационарные точки O1 и O2 и аттрактор Лоренца B2. Область притя-
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Рис. 2.71. Проекция фазового портрета системы Лоренца на координатную плос-
кость (x, z) при σ = 10, b = 8/3 и 24, 06 < r < 24, 74

Рис. 2.72. Проекция фазового портрета системы Лоренца на координатную плос-
кость (x, z) при σ = 10, и b = 8/3, 24, 74 < r < 28

жения B2 ограничена устойчивыми многообразиями седловых предельных
циклов L1 и L2 (рис. 2.71). Фазовые траектории системы в зависимости
от начальных условий с течением времени стремятся либо к точке O1, ли-
бо к точке O2, либо совершают колебания, случайным образом переходя
от вращения вокруг точки O1 к вращению вокруг точки O2 и обратно.
Следовательно, в зависимости от начальных условий в этом случае в систе-
ме (2.120) могут реализоваться существенно различные режимы движения:
стационарный или хаотический.

6. Когда r → r3 ≈ 24,74, седловые предельные циклы L1 и L2 стяги-
ваются, соответственно, к стационарным точкам O1 и O2 и при r = r3
исчезают, сливаясь с ними. В этот момент точки O1 и O2, согласно (2.126),
становятся неустойчивыми.

7. В интервале r3 < r 6 r4 = 28 все стационарные точки O, O1 и O2

являются неустойчивыми. Единственным устойчивым предельным множе-
ством — аттрактором — будет B2, т. е. аттрактор Лоренца (рис. 2.72). Сле-
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довательно, в динамической системе при любых (кроме множества меры
нуль) начальных условиях реализуется хаотический режим движения.

Чтобы лучше представить себе, что происходит при таком движении,
обратимся к модели, предложенной Лоренцом [67, 117]. Эта модель пред-
ставляет собой ветвящуюся поверхность S, расположенную близко к верти-
кальной плоскости x = y, содержащую неподвижные точки O1 и O2 и сим-
метричную относительно оси z (рис. 2.73). Фазовая траектория, начавшаяся
слева от линии Oz, разделяющей поверхность S, будет оборачиваться во-
круг точки O1 по часовой стрелке, раскручиваясь по спирали до тех пор,
пока не пересечет Oz, после чего начнет оборачиваться вокруг точки O2,
но в противоположном направлении (против часовой стрелки). Фазовая тра-
ектория будет продолжать раскручиваться от точкиO2 до того момента, пока
снова не пересечет линию Oz. Теперь вращение будет происходить вокруг
точки O1 и т. д. При этом последовательные числа оборотов относительно
точек O1 и O2 изменяются нерегулярным образом, и движение выглядит
хаотическим.

Рис. 2.73. Модель аттрактора Лоренца

Заметим, что описанная картина не может быть точной, поскольку тра-
ектории, расположенные на поверхности S, могут пересекаться. Поэтому,
вообще говоря, аттрактор должен состоять из бесконечного числа листов,
связанных вместе и тесно прижатых друг к другу, причем отдельные ли-
сты не сливаются, а отстоят один от другого на очень малое расстояние
(ср. рис. 2.66). Фазовая траектория будет расположена на такой бесконечно
ветвящейся поверхности, которая и называется аттрактором Лоренца.

Результат численного интегрирования уравнений Лоренца (2.120) пока-
зан на рис. 2.74 [114]. Хаотическая траектория аттрактора просчитывалась
при σ = 10, b = 8/3, r = 28 и начальных условиях x(0) = y(0) = z(0) = 0.
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Рис. 2.74. Хаотическая траектория на аттракторе Лоренца при σ = 10, b = 8/3

и r = 28. Плоскость (x, y) соответствует z = 27 [114]

Описанный аттрактор не является ни двумерной поверхностью,
ни склеенным двумерным многообразием. Более того, поверхность, про-
ходящая через такой аттрактор, пересекается траекториями в точках, об-
разующих множество, известное в математике как канторово множество
(см. §22).

В заключение этого примера отметим, что хаотический режим движе-
ния в системе Лоренца имеет место и при r > r4 = 28 (σ = 10, b = 8/3)
вплоть до значения r ≈ 148,4, когда в фазовом пространстве странный ат-
трактор сменяется предельным циклом. Движение в этом случае становится
периодическим.

20.3.2 Аттрактор Смейла– Вильямса

Другой хорошо известный пример притягивающего предельного мно-
жества, сочетающего в себе свойство локальной неустойчивости с общим
сжатием фазового объема, — соленоид Смейла –Вильямса [181, 524]. Этот
пример носит модельный характер: аттракторы такого типа, по-видимому,
не встречаются в физических системах, хотя во многих отношениях явля-
ются похожими на них.
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Рис. 2.75. Построение соленоида Смейла – Вильямса

Рис. 2.76. Иерархия структур, возникающая при построении соленоида Смейла –
Вильямса (в сечении)

Соленоид Смейла –Вильямса строится в пространстве размерности три
или больше. Рассмотрим тороидальную область D, т. е. внутренность дву-
мерного тора (рис. 2.75а). Растянем ее, сожмем вдоль меридиана, затем
перекрутим и изогнем так, чтобы она перешла в область D′, лежащую в
D (рис. 2.75б) [181]. Следующее действие состоит в применении анало-
гичного преобразования к области D′. Тогда получим область D′′, распо-
ложенную в D′, и т. д. В результате бесконечной последовательности таких
преобразований в сечении тороидальной области вертикальной плоскостью
получим иерархию структур, типа изображенных на рис. 2.76. При этом
первоначально соседствующие точки будут расходиться экспоненциально
быстро [158], а объем исходной области D — стремиться к нулю. Однако
возникающее предельное множество — бесконечно тонкая линия, «проты-
кающая» секущую плоскость неограниченное число раз, не замкнется и не
уйдет на бесконечность.

В заключение этого параграфа отметим следующее. В литературе ча-
сто подчеркивается, что динамика системы является хаотической благодаря
наличию в ее фазовом пространстве странного аттрактора. В этих случа-
ях понятие «странный аттрактор» имеет собирательный смысл, и его ино-
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гда заменяют словосочетанием «хаотический аттрактор». Под хаотическим
аттрактором может подразумеваться несколько типов аттракторов, однако
гиперболические аттракторы, стохастические (или квазигиперболические)
аттракторы и квазистохастические аттракторы (или квазиаттракторы) явля-
ются наиболее распространенными.

Гиперболический аттрактор — это притягивающее множество, каждая
траектория которого устроена так, что она имеет устойчивое W s и неустой-
чивое W u многообразия (рис. 2.77). Устойчивое многообразие характери-
зуется тем свойством, что в малой окрестности γ соседние траектории,
принадлежащие W s, при t → ∞ будут экспоненциально быстро стремить-
ся к γ. На неустойчивом многообразии W u, наоборот, такие траектории
при t→ ∞ с экспоненциальной скоростью покидают окрестность γ.

Рис. 2.77. Устойчивое W s и неустойчивое W u многообразия траектории γ, принад-
лежащей гиперболическому аттрактору.

Системы с гиперболическим аттрактором имеют наиболее выраженные
хаотические свойства. Малые возмущения таких систем не могут привести
к качественным перестройкам как самого аттрактора, так и поведения си-
стем в целом. Динамические системы с гиперболическим типом аттрактора
являются моделями систем со строго хаотическими свойствами [34, 179].
Однако в настоящее время гиперболических аттракторов построено немно-
го. Один из них — это соленоид Смейла – Вильямса.

Стохастический аттрактор является математическим образом наблю-
даемого развитого хаотического поведения физических систем. Системы
со стохастическими аттракторами обладают свойством перемешивания. Са-
мый известный пример — аттрактор Лоренца при b = 8/3, σ = 10, r = 28.
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Малые возмущения могут приводить к модификациям такого аттрактора,
но в то же время динамика системы будет оставаться хаотической.

Гиперболический аттрактор является стохастическим. В то же время
стохастические аттракторы не обязательно являются странными (см. [27,
34, 53, 175, 429]).

Однако подавляющее большинство аттракторов хаотических динами-
ческих систем принадлежат к квазистохастическому типу, т. е. являются
квазиаттракторами [212, 254]. Квазистохастические аттракторы содержат
в себе помимо седловых предельных циклов еще и устойчивые предельные
циклы, период которых достаточно велик, а область притяжения столь ма-
ла, что они не выявляются численно. Например, аналитические результаты
показывают, что в системе Лоренца с параметрами, близкими к значени-
ям σ = 10, 2; r = 30, 2; b = 8/3, существуют устойчивые предельные
циклы [38, 57]. За счет флуктуаций фазовая кривая системы может пере-
скакивать с одной устойчивой траектории на другую. Вследствие этого при
численных расчетах или в эксперименте движение выглядит хаотическим.

Таким образом, суммируя изложенное, можно сделать вывод, что
не только простые консервативные, но и совсем несложные диссипатив-
ные динамические системы (например, система Лоренца), размерность фа-
зового пространства которых больше или равна трем, могут иметь наряду
с регулярными и очень сложные, хаотические режимы движения. Матема-
тическим образом такого хаотического поведения диссипативных систем
является притягивающее множество сложной структуры — странный ат-
трактор. Естественно поэтому теперь перейти к определению некоторых
критериев отличия регулярных движений от хаотических.

21. Критерии динамического хаоса

Итак, аттракторы диссипативных динамических систем могут быть
нескольких типов: устойчивая стационарная точка, устойчивый предель-
ный цикл, инвариантный тор (все они относятся к простым аттракторам)
и странный аттрактор. Простому аттрактору соответствует регулярное дви-
жение системы (например, инвариантному тору — квазипериодическое дви-
жение); напротив, динамика систем со странным аттрактором является хао-
тической. Как видно, существует принципиальная разница в поведении си-
стем со странными и простыми аттракторами. Поэтому необходимо иметь
критерии, позволяющие отличать аттракторы одного типа от аттракторов
другого типа. Не менее важно, чтобы такие критерии давали возможность
различать регулярное и хаотическое движение и в случае гамильтоновых
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систем, т. е. систем, не имеющих аттракторов (см. раздел 2.14). Посколь-
ку хаотичность является следствием неустойчивости фазовых траекторий,
так что близкие в фазовом пространстве интегральные кривые с течением
времени расходятся, то представляется вполне естественным в качестве од-
ного из таких критериев выбрать именно меру разбегания фазовых кривых
динамической системы.

21.1 Энтропия Колмогорова–Синая

Пусть, как и прежде, некоторая динамическая система задается обык-
новенными дифференциальными уравнениями

ẋ = v(x), x(0) = x0. (2.127)

Рассмотрим в фазовом пространстве в начальный момент времени t = 0
две близкие фазовые точки x1(0) и x2(0), «выпустим» из них траектории
и проследим, как при эволюции системы (t > 0) будет изменяться расстоя-
ние d(t) = |ξ(t)| = |x2(t)−x1(t)| между этими точками. Тогда, если режим
движения является хаотическим, d(t) с течением времени будет экспонен-
циально возрастать, так что на больших временах

d(t) ≈ d(0)ekt. (2.128)

Отсюда найдем среднюю скорость экспоненциального разбегания траекто-
рий

k ≈ 1
t

ln
d(t)

d(0)
. (2.129)

Но это определение, вообще говоря, не является приемлемым. В самом
деле, при финитности движения (а только такое движение мы и рассматри-
ваем) d(t) не может увеличиваться всегда. Поэтому при больших t величина
(2.129) в любом случае независимо от режима — хаотического или регуляр-
ного — будет близка к нулю. Однако чем меньше мы выберем начальное рас-
стояние d(0) = |ξ(0)|, тем дольше можно следить за возрастанием d(t), т. е.
в течение большего промежутка времени величина d(t), согласно (2.129),
не достигнет максимального значения. Следовательно, в формуле (2.129)
необходимо положить d(0) → 0 и t→ ∞:

h = lim
d(0)→0
t→∞

1
t

ln
d(t)

d(0)
. (2.130)



236 Глава 2

Величину h в физической литературе часто называют энтропией Колмого-
рова –Синая, или КС-энтропией (см., например, [6]). Используя КС-энтро-
пию, можно определить, каким является исследуемый режим движения —
хаотическим или регулярным. В частности, если динамика системы являет-
ся периодической или квазипериодической, то с течением времени расстоя-
ние d(t) не возрастает, так что значение энтропии равно нулю, h = 0. Если
движению системы отвечает устойчивая стационарная точка, то d(t) → 0
и h < 0. Однако в случае хаотического поведения КС-энтропия всегда по-
ложительна, h > 0.

Энтропия h (2.130) — величина размерная ([h] = c−1) и по существу
является не только качественной, но и количественной характеристикой
режима движения: величина, обратная энтропии (при условии h > 0), опре-
деляет характерное время перемешивания tmix = h−1 в системе; по про-
шествии промежутка времени t � tmix начальная область Ω0 расплывается
по всей энергетически доступной гиперповерхности (в отсутствие диссипа-
ции, см. раздел 2.18) или по предельному подмножеству фазового простран-
ства — странному аттрактору (для диссипативных динамических систем);
при t� tmix описание системы может быть только вероятностным. Однако
на малых временах t � tmix поведение системы можно предсказать с до-
статочной точностью (не превышающей, естественно, точность ε задания
начального положения фазовой точки).

Таким образом, КС-энтропия, определяемая (2.130), является важной
характеристикой динамической системы, и в настоящее время она широко
используется в качестве критерия хаотичности движения. Подробно с мето-
дами численных расчетов величины h можно ознакомиться в [227,229,312].

На первый взгляд, в определении (2.130) есть некоторая неясность.
В самом деле, не может ли зависеть значение предела от того, как мы
выбрали направление начального смещения ξ(0)? Как будет показано ниже,
хотя такая зависимость в принципе и есть, она несущественна: если мы
выбираем вектор начального смещения случайно, то получаемое предельное
значение h (2.130) будет практически всегда одним и тем же.

Вообще говоря, значение h может зависеть и от выбора начальной точ-
ки траектории x1(0). Дело в том, что динамическая система может одновре-
менно обладать несколькими аттракторами со своими областями притяже-
ния, и в зависимости от того, в какой области притяжения окажется x1(0),
мы будем получать различные значения величины h. Например, система
Лоренца (2.120) при σ = 10, b = 8/3 и r в интервале от 24,06 до 24,74
имеет один странный и два простых аттрактора. Не исключены и случаи,
когда в фазовом пространстве некоторой динамической системы могут при-
сутствовать сразу несколько странных аттракторов.
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21.2 Показатели Ляпунова

В сущности, величина h, определяемая по формуле (2.130), не явля-
ется истинной энтропией Колмогорова –Синая, введенной в [97, 98, 176]
для характеристики свойств динамических систем. В строгом смысле ис-
пользуемая в физической литературе величина h — это максимальный из
характеристических показателей Ляпунова. Поскольку характеристические
показатели Ляпунова играют важную роль в теории динамических систем
и тесно связаны с другими критериями хаотического движения (см. раз-
дел 2.22), мы приведем их определение и поясним физический смысл этих
характеристик.

Возьмем фазовую траекторию x(t) динамической системы (2.127),
выходящую из точки x(0), а также какую-то траекторию, близкую к
ней: x1(t) = x(t) + ξ(t). Рассмотрим функцию

Λ(ξ(0)) = lim
t→∞

1
t

ln
|ξ(t)|
|ξ(0)| , (2.131)

определенную на векторах начального смещения ξ(0), таких, что |ξ(0)| = ε,
где ε→ 0.

Мы утверждаем, что при всевозможных поворотах вектора ξ(0) функ-
ция Λ будет меняться скачками и принимать конечный ряд значений {λj},
j = 1, 2, . . . , n. Эти значения называют (глобальными) показателями Ля-
пунова.

Поясним теперь смысл предложенного определения. Если с течением
времени исходная x(t) и возмущенная x1(t) траектории остаются близкими,
то изменение ξ(t) подчиняется линеаризованному уравнению

ξ̇ = Aξ, (2.132)

где A — матрица с элементами

aik =
∂vi
∂xk

∣∣∣∣
x(t)

. (2.133)

Вообще говоря, матрица A зависит от времени, A = A(t). Однако вначале
для простоты мы рассмотрим случай, когда она является постоянной. Пред-
положим также, что все собственные значения матрицы A действительные.
Тогда общее решение линейного уравнения (2.132) имеет вид

ξ =
∑

j

Cjej exp(λjt), (2.134)
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где Cj — постоянные интегрирования, определяемые из начальных условий,
а ej — собственные векторы, отвечающие различным собственным значе-
ниям λj матрицы A. Каждый собственный вектор ej задает инвариантное
направление в пространстве всех векторов ξ. Если вектор начального сме-
щения ξ (0) направлен вдоль одного из векторов ej , то тогда ξ(t) остается
параллельным ему, и с течением времени расстояние между траекториями
возрастает или убывает по экспоненциальному закону: |ξ(t)| ∼ exp(λj t).
При таком выборе вектора начального смещения ξ(0) имеем

Λ(ξ(0)) = λj . (2.135)

В общем случае вектор начального смещения ξ(0) имеет составляющие
вдоль нескольких или всех векторов ej (рис. 2.78). Поэтому на больших
временах изменение расстояния между двумя траекториями |ξ(t)| опреде-
ляется, как видно из (2.134), слагаемым с наибольшей экспонентой в раз-
ложении вектора ξ(t). В зависимости от того, какие именно собственные
векторы ej присутствуют в разложении вектора начального смещения ξ(0),
доминирующая экспонента будет различна. Однако всегда на достаточно
больших временах расстояние |ξ(t)| пропорционально какой-либо из экспо-
нент exp(λj), а следовательно, функция Λ(ξ(0)) может принимать значения,
равные только λj , и при повороте вектора ξ(0) могут происходить только
скачкообразные изменения функции Λ(ξ(0)).

Рис. 2.78. Близкие траектории �(t) и �

1(t) в фазовом пространстве
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Кроме действительных, матрица A (см. (2.132)) может иметь и ком-
плексные собственные значения, которые мы обозначим α. Поскольку мат-
рица A действительная, то, наряду с собственными значениями α = λ+ iω,
обязательно есть и комплексно-сопряженные собственные значения α∗ =
= λ− iω. Этой паре комплексно-сопряженных собственных значений отве-
чает некоторая инвариантная плоскость, задаваемая двумя векторами e и e′.
На этой плоскости решение системы (2.132) имеет вид

ξ(t) = (Ce cosωt+ Ce′ sinωt) exp(λt). (2.136)

Следовательно, если выбрать начальное смещение ξ(0) принадлежащим
этой плоскости, то в среднем по времени расстояние между траекториями
меняется по закону |ξ(t)| ∼ exp(λt), и, согласно формуле (2.131), мы по-
лучаем Λ(ξ(0)) = λ. Таким образом, паре комплексно-сопряженных соб-
ственных значений α, α∗ отвечает характеристический показатель Ляпуно-
ва λ = Reα, который следует считать дважды вырожденным, поскольку
ему соответствует движение на инвариантной плоскости, а не вдоль инва-
риантного направления.

Итак, для постоянной матрицы A 6= A(t) все характеристические по-
казатели Ляпунова совпадают с действительными частями ее собственных
значений.

Разумеется, в общем случае элементы матрицы A зависят от време-
ни. Из теории линейных дифференциальных уравнений с зависящими от
времени коэффициентами известно, что тогда общее решение этой системы
может быть записано в виде суперпозиции n фундаментальных частных
решений {ξj(t)}:

ξ(t) =
∑

j

Cjξj(t), (2.137)

где постоянные Cj определяются из разложения начального смещения ξ(0)
по векторам ξj(0). Вообще говоря, зависимость от времени для фун-
даментальных частных решений {ξj(t)} является более сложной, чем
экспоненциальная. Однако, учитывая, что матрица A(t) не возрастает
неограниченно с течением времени, на больших временах можно запи-
сать |ξj(t)| = Φj(t) exp(λjt), где функция Φj(t) имеет более медленную,
чем экспоненциальная, степень роста. Поэтому если мы выберем вектор
начального смещения ξ(0) параллельно одному из векторов ξj(0), то-
гда Λ(ξ(0)) = λj , что совпадает с формулой (2.135), хотя теперь уже λj
не являются действительными частями собственных значений матрицы A.
Легко убедиться, что никаких других значений величина Λ(ξ(0)) не прини-
мает.
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Покажем, что при произвольном выборе начального смещения ξ(0)
предел (2.131) дает максимальный показатель Ляпунова. Действительно,
наугад взятый вектор, скорее всего, будет иметь проекции на все векторы
ξ(0), в том числе и на тот из них, который отвечает максимальному значе-
нию λj . На больших временах экспонента с этим значением λj в разложении
(2.137) будет доминировать, а поэтому предел (2.131) будет давать значе-
ние λmax. Таким образом, введенная вначале по формуле (2.130) величина
h, которую мы называли ранее «энтропия Колмогорова –Синая», является
в действительности максимальным характеристическим показателем Ляпу-
нова.

Перечислим основные свойства характеристических показателей Ля-
пунова для диссипативных и консервативных систем.

Число характеристических показателей равно размерности n фазового
пространства исходной динамической системы, и их можно упорядочить по
убывающей:

λ1 > λ2 > . . . > λn. (2.138)

Один из показателей Ляпунова, отвечающий смещению вдоль траекто-
рии, не оканчивающейся в особой точке, всегда равен нулю.

Для гамильтоновых систем показатели обладают следующей симмет-
рией [116]:

λj = −λ2k−j+1, (2.139)

где k — число степеней свободы (n = 2k). Следовательно, для гамиль-
тоновых систем по крайней мере два показателя равны нулю. В случае
полностью интегрируемых систем все λ равны нулю [116, 255].

Сумма всех ляпуновских показателей равна среднему вдоль траектории
значению дивергенции div v = div ξ̇ =

∑
k

akk(t):

lim
t→∞

1
t

t∫

0

div ξ̇ dt =

n∑

j=1

λj . (2.140)

Относительное изменение фазового объема, как известно, определяется зна-
ком при дивергенции: если div v < 0, то система диссипативна; если div v =
= 0, то фазовый объем при движении сохраняется. Значит, для гамильтоно-
вых систем

∑
j

λj = 0, в то время как для диссипативных систем

∑

j

λj < 0.
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Рис. 2.79. В случае предельного цикла (а) и инвариантного тора (б) равны нулю
показатели Ляпунова, отвечающие соответственно направлениям �

2, и �

1, �

2

Динамическую систему называют гиперболической, если она имеет как
положительные, так и отрицательные показатели Ляпунова.

Сформулируем теперь критерии, позволяющие, основываясь на харак-
теристических показателях Ляпунова, различать типы аттракторов динами-
ческих систем [189].

Для одномерной системы, в которой аттракторами могут быть только
устойчивые особые точки, существует один показатель Ляпунова, который
является отрицательным, λ1 = (−).

В двумерных системах аттракторы встречаются только двух типов:
устойчивые стационарные точки и предельные циклы. Если оба показа-
теля отрицательны, (λ1, λ2) = (−,−), то аттрактором является устойчивая
стационарная точка. Если же (λ1, λ2) = (−, 0), то аттрактор — предельный
цикл: один из показателей, соответствующий направлению e2 (параллельно
потоку), равен нулю (рис. 2.79а).

В трехмерном случае, помимо устойчивых особых точек и предельных
циклов, аттракторами являются инвариантные торы и странные аттракторы.
Когда два характеристических показателя Ляпунова равны нулю, а третий
отрицателен, (λ1, λ2, λ3) = (0, 0,−), это означает, что в фазовом простран-
стве системы имеется инвариантный устойчивый тор (рис. 2.796). Если
же один из показателей является отрицательным, другой равен нулю, а тре-
тий положителен, (λ1, λ2, λ3) = (−, 0,+), то аттрактор считается странным.
Итак, для трехмерных динамических систем встречается только четыре ти-
па аттракторов:

(λ1, λ2, λ3) = (−,−,−) — устойчивый фокус или узел;

(λ1, λ2, λ3) = (−,−, 0) — устойчивый предельный цикл;

(λ1, λ2, λ3) = (−, 0, 0) — устойчивый тор;

(λ1, λ2, λ3) = (−, 0,+) — странный аттрактор.
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В частности, для системы Лоренца (2.120) при σ = 16, b = 4,
r = 40 характеристические показатели Ляпунова равны λ1 = 1, 37, λ2 = 0,
λ3 = −22, 37 [485]. Следовательно, при указанных значениях параметров в
фазовом пространстве системы имеется странный аттрактор, и движение
будет хаотическим.

Аналитическое определение характеристических показателей Ляпуно-
ва и «энтропии» h = λmax для большинства физически интересных задач
не представляется возможным, поскольку для этого необходимо знать ре-
шения системы дифференциальных уравнений. Однако существуют доста-
точно надежные алгоритмы, позволяющие найти все показатели Ляпуно-
ва, используя численные методы. Интересующихся читателей мы отсылаем
к [116, 158, 228, 312,485].

21.3 Автокорреляционная функция и спектральная плотность

Помимо характеристических показателей Ляпунова при изучении
сложных режимов движения иногда используется автокорреляционная
функция. Автокорреляционная функция, если ее удается вычислить, явля-
ется достаточно эффективной характеристикой поведения рассматриваемой
системы. Так, при периодической или квазипериодической динамике авто-
корреляционная функция тоже будет, соответственно, периодической или
квазипериодической. Однако если с течением времени автокорреляционная
функция стремится к нулю и система не имеет устойчивых стационарных
точек, то следует ожидать, что будет наблюдаться хаотический режим дви-
жения. Стремление к нулю автокорреляционной функции и используется
в качестве критерия динамического хаоса.

Наряду с автокорреляционной функцией (особенно при эксперимен-
тальных исследованиях) для установления хаотичности движения часто
применяется спектральная плотность (или просто спектр), которая, как
мы увидим ниже, тесно связана с автокорреляционной функцией. Характер
спектральной плотности — один из самых простых и в то же время вполне
надежных критериев, используемых при анализе режимов движения. Рас-
считывая ее численно или измеряя экспериментально, сравнительно легко
определить, каким является поведение системы — хаотическим, периоди-
ческим или квазипериодическим. Например, если система демонстрирует
периодическую динамику с периодом T0 (что математически отвечает дви-
жению фазовой точки по предельному циклу), то спектр такого движения
будет дискретным и состоящим из узких линий, соответствующих частоте
движения ω0 = 2π/T0 и кратным ей гармоникам 2ω0, 3ω0, . . .
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Если поведение системы является квазипериодическим с несоизме-
римыми частотами ω1, . . . , ωk (чему, как известно, отвечает движение
по k-мерному нерезонансному тору), то спектр будет состоять из k ли-
ний, соответствующих этим частотам и кратным им гармоникам. Иными
словами, спектр будет оставаться дискретным, хотя, если число k частот
движения достаточно велико, линии в спектре могут быть расположены
весьма густо. Однако для случая хаотических режимов, когда динамика си-
стемы не является регулярной, соответствующий спектр будет сплошным.
Это и используется при спектральном анализе движения динамических си-
стем.

Остановимся подробнее на понятиях автокорреляционной функции
и спектральной плотности. Прежде всего дадим их определения.

Пусть xi(t) = {x1(t), . . . , xn(t)} — решение системы (2.127). Рас-
смотрим только одну компоненту решения xm ≡ x(t). Автокорреляцион-
ной функцией называется среднее по некоторому временному интервалу T
(при T → ∞) произведений x, взятых в два различных момента времени t
и t+ τ :

g(τ) = lim
T→∞

1
T

T∫

0

x(t)x(t + τ) dt. (2.141)

Спектральная плотность определяется формулой

S(ω) = lim
T→∞

1
2πT

|X(ω)|2, (2.142)

где X(ω) — коэффициенты Фурье функции x(t):

X(ω) =

T∫

0

x(t)e−iωt dt. (2.143)

Автокорреляционная функция и спектральная плотность тесно связаны.
В самом деле, из (2.142) после несложного преобразования найдем

S(ω) = lim
T→∞

[
1
π

T∫

0

cos(ωτ) dτ 1
T

T−τ∫

0

x(t)x(t + τ) dt

]
. (2.144)

Отсюда, допустив, что имеется возможность перестановки порядка выпол-
нения операций, получим

S(ω) = 1
π

∞∫

0

cos(ωτ)g(τ) dτ, (2.145)
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или

S(ω) = 1
π

∞∫

0

e−iωτg(τ) dτ. (2.146)

Предположим, что x(t) — периодическая функция с периодом T1,
x(t) = x(t+ T1). Тогда ее можно разложить в ряд Фурье:

x(t) =

∞∑

n=−∞

Cne
−inω1t, (2.147)

где ω1 = 2π/T1, а Cn — коэффициенты Фурье. В этом случае автокорреля-
ционная функция равна

g(τ) = 1
T

T∫

0

x(t)x(t + τ) dt =

= 1
T

∞∑

n=−∞

∞∑

n′=−∞

CnCn′e−in
′ω1τ

T∫

0

e−i(n+n′)ω1t dt =

=

∞∑

n=−∞

CnC−ne
−inω1τ =

∞∑

n=−∞

|Cn|2e−inω1τ , (2.148)

поскольку из-за того, что функция x(t) действительная, имеет место равен-
ство Cn = C∗−n. Следовательно, автокорреляционная функция g(τ) тоже
является периодической с периодом T1.

Используя (2.148), из (2.146) найдем спектральную плотность перио-
дической функции

S(ω) =

∞∑

n=−∞

|Cn|2 1
π

∞∫

0

e−i(nω1−ω)τ dτ =

∞∑

n=−∞

|Cn|2δ(ω − nω1). (2.149)

Таким образом, спектр периодической функции x(t), отвечающей пери-
одическому движению динамической системы (2.127), будет дискретным
и содержащим, помимо основной частоты движения ω1, гармоники nω1,
n = 2, 3, . . . .

В качестве иллюстрации приведем примеры спектров в экспериментах
по исследованию конвекции Рэлея –Бенара [323] и химической реакции
Белоусова –Жаботинского [515].
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Рис. 2.80. Конвекция Рэлея – Бенара: a — схема эксперимента, б — конвективные
потоки

На рис. 2.80а показана схема опыта при изучении конвекции Рэлея –
Бенара. Слой жидкости подогревается снизу при постоянной разности тем-
ператур ∆T = T1 − T0 > 0. При малых ∆T в системе имеется устой-
чивое состояние равновесия, однако выше некоторого критического значе-
ния ∆T > ∆Tc это равновесие становится неустойчивым, стационарный
режим переходит в периодический, и в системе возникают конвективные
потоки (рис. 2.80б). На рис. 2.81 показан спектр скорости жидкости в
эксперименте Рэлея –Бенара [323] при стационарной конвекции для слу-
чая Ra/Rc = 21, где Ra и Rc — безразмерное и критическое числа Рэлея.
Хорошо видны основная частота движения и кратные ей гармоники.

Рис. 2.81. Спектральная
плотность, полученная
в эксперименте Рэлея –
Бенара при Ra/Rc = 21 (пе-
риодический режим) [323]

Рис. 2.82 иллюстрирует динамику химической реакции Белоусова –
Жаботинского (подробнее см. [189], с. 31 и [61, 515]): при смешивании
реагентов в определенных пропорциях в реакторе непрерывного переме-
шивания возникают колебания концентрации промежуточных соединений.
В замкнутой системе такие колебания с течением времени затухают, однако
при непрерывной подаче реагентов в реактор и отводе конечных продуктов
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Рис. 2.82. Периодическая динамика химической реакции Белоусова – Жаботинского:
а — колебания концентраций промежуточных соединений, б — соответствующая
спектральная плотность [515]

колебания будут продолжаться неограниченно долго. В зависимости от кон-
центрации одного из реагентов можно получить периодические или хаоти-
ческие колебания. На рис. 2.82а показаны концентрационные колебания,
возникающие в реакции Белоусова –Жаботинского в проточном реакторе.
Соответствующие спектральные плотности приведены на рис. 2.82б.
Последний рисунок наглядно демонстрирует периодическую динамику
исследуемой системы.

Пусть теперь x(t) — квазипериодическая функция,

x(t) = x(ϕ1(t), . . . , ϕk(t)), (2.150)

где ϕi(t) = ωit, i = 1, 2, . . . , k, причем x(t) по каждой переменной ϕi
имеет период 2π:

x(ϕ1 + 2π, . . . , ϕk + 2π) = x(ϕ1, . . . , ϕk). (2.151)

Для квазипериодичности необходимо, чтобы между частотами ωi не вы-
полнялось рациональных отношений, т. е. не должно существовать такой
частоты ω0, чтобы все ωi были целыми кратными от нее.

Разложим x(t) в многократный ряд Фурье по {ϕi}:

x(t) =
∑

n1, ..., nk

Cn1 . . . Cnk
e−i(n1ϕ1+ . . .+nkϕk). (2.152)

Подставив сюда значение ϕi = ωit, окончательно получим

x(t) =
∑

n1, ..., nk

Cn1 . . . Cnk
e−i(n1ω1+ . . .+nkωk)t. (2.153)
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Использовав последнее соотношение, для автокорреляционной функции
и спектральной плотности найдем

g(τ) =
∑

n1, ..., nk

|Cn1 . . . Cnk
|2e−i(n1ω1+ . . .+nkωk)τ , (2.154)

S(ω) =
∑

n1, ..., nk

|Cn1 . . . Cnk
|2δ(ω − nω1 − . . . − nkωk). (2.155)

Следовательно, спектр квазипериодической функции содержит всевозмож-
ные линейные комбинации n1ω1 + n2ω2 + . . . + nkωk. Если число частот
движения ωk велико, то линии в спектре будут расположены достаточно
тесно, однако спектр будет оставаться дискретным.

Наконец, предположим, что динамика системы (2.127) является хаоти-
ческой. В этом случае функция x(t) есть апериодическая функция времени.
Следовательно, спектр x(t) будет сплошным (или непрерывным).

Проиллюстрируем сказанное на упоминавшихся выше двух примерах:
конвекции Рэлея –Бенара [323] и химической реакции Белоусова –Жаботин-
ского [61, 515].

Рис. 2.83. Спектральная плотность, полученная в эксперименте Рэлея – Бенара
при Rg/Rc = 36, 9 (хаотический режим) [323]

При исследовании конвекции Рэлея –Бенара с увеличением приведен-
ного числа Рэлея Ra/Rc периодическое движение конвективных потоков
(рис. 2.80б) теряет устойчивость, и при Ra/Rc = 36,9 поведение жидко-
сти становится хаотическим. При этом спектр из дискретного переходит
в непрерывный (рис. 2.83).
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Рис. 2.84. Хаотическая динамика реакции Белоусова – Жаботинского [515]

Для реакции Белоусова –Жаботинского, помимо регулярных, возможно
и хаотическое изменение концентраций промежуточных соединений. При
определенных значениях скорости протока реагентов через реактор наблю-
дается переход от периодических колебаний концентраций (рис. 2.82) к ха-
отическим со сплошным спектром (рис. 2.84).

21.4 Отображение Пуанкаре

Кроме описанных критериев динамического хаоса — характеристиче-
ских показателей Ляпунова, автокорреляционной функции и спектральной
плотности — очень часто (в особенности при исследовании гамильтоно-
вых систем) применяется еще один весьма простой критерий, основанный
на использовании отображения Пуанкаре. Построение отображения Пуан-
каре для гамильтоновых систем было подробно описано в разделе 2.14.
Здесь же мы кратко остановимся на основных случаях, которые наиболее
часто встречаются при анализе динамики диссипативных систем.

Предположим, что фазовый поток, порождаемый динамической систе-
мой (2.127), имеет секущую поверхность S. Отметим на этой поверхности
точки 1, 2, 3, 4, в которых фазовый поток пересекает S в определенном на-
правлении (рис. 2.85a). Пусть для простоты фазовое пространство системы
является трехмерным; обобщение на n-мерный случай дано в разделе 14.2.
Тогда, если в сечении S мы имеем конечный набор точек, при эволюции
системы последовательно переходящих друг в друга (рис. 2.85а), в фазовом
пространстве этому соответствует движение фазовой точки по предельному
циклу, т. е. периодическая динамика системы. Если точки пересечения пото-
ка с поверхностью S образуют инвариантную замкнутую кривую γ, в фазо-
вом пространстве этому соответствует движение по тору (рис. 2.85б). Сле-
довательно, в этом случае поведение системы будет квазипериодическим.
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Рис. 2.85. Периодический (а) и квазипериодический (б) режимы движения

Когда же траектория динамической системы на поверхности S представ-
лена множеством точек, нерегулярным образом заполняющих некоторые
области (рис. 2.86), это указывает на присутствие в фазовом пространстве
странного аттрактора, т. е. на хаотичность режима движения.

Таким образом, построив отображение Пуанкаре, достаточно легко
определить характер поведения динамической системы.

S

Рис. 2.86. Пример отображения Пуанкаре при хаотическом режиме движения

В заключение отметим, что из-за конечного времени наблюдения (в экс-
перименте) или интегрировании (при численном анализе), используя пере-
численные критерии — спектральную плотность и отображение Пуанкаре, —
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строго говоря, невозможно определить, является ли динамика системы пе-
риодической с очень большим периодом или же апериодической. В самом
деле, на временном интервале τ , меньшем периода движения T (т. е. при
τ < T ), спектр будет непрерывным. Кроме того, из-за ограниченности вре-
мени наблюдения ширина линий в спектре будет конечной, но не бесконеч-
но тонкой. По этой причине дискретный спектр может быть практически
неотличим от сплошного. Сказанное относится и к отображению Пуанка-
ре. Действительно, при его исследовании заранее неизвестно, сколько точек
необходимо отследить, чтобы заметить периодичность движения. Однако во
всех практических отношениях нет особой разницы, является ли динамика
системы периодической с очень большим периодом или апериодической.

21.5 Метод Мельникова

Как мы видели в §17, в возмущенных консервативных системах
в окрестности сепаратрисы динамика будет хаотической. Для диссипатив-
ных систем это не всегда так. В данном разделе, следуя [116] (см. так-
же [66,72,355]), мы опишем эффективный метод, позволяющий в приближе-
нии малой диссипации и малой амплитуды возмущения аналитически полу-
чить достаточно общие условия существования хаоса. Этот метод впервые
был предложен В. Мельниковым [146] и заключается в оценке расстояния
между сепаратрисами. Однако он применим только в малой окрестности
гомоклинической кривой.

Для упрощения изложения рассмотрим двумерную автономную систе-
му с внешним периодическим возмущением

ẋ = f 0(x) + εf1(x, t), (2.156)

где x = (x1, x2), f0 = (f01, f02), f1 = (f11, f12) и f1(x, t) = f 1(x, t +
+ T ), которая имеет единственную гиперболическую точку H0. Допустим,
что невозмущенная система (ε = 0) имеет гомоклиническую петлю w0(t)
(рис. 2.87а): lim

t→±∞
w0(t) = H0. Возмущение приводит к ее расщеплению,

так что входящая ws0 и выходящая wu0 ветви уже не образуют единую кри-
вую. Они либо вообще не пересекаются (при этом любая из них будет
охватывать другую, рис. 2.87б, в), либо пересекаются в бесконечном чис-
ле гомоклинических точек (рис. 2.87г). Хаос возникает только в последнем
случае (см. §17).

Следовательно, чтобы найти условие существования хаотичности,
необходимо методом теории возмущений вычислить расстояние D(t, t0)
между ветвями сепаратрисы для некоторого момента времени t0. Тогда,
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Рис. 2.87. Расщепление петли сепаратрисы

если эта величина не меняет знак, то пересечения ветвей ws0 и wu0 нет. Од-
нако, если при каком-либо t0 функцияD(t, t0) изменит свой знак, возникают
гомоклинические сплетения (рис. 2.87г) и хаотическое движение.

Предложенный в работе [146] метод основан на сравнении членов пер-
вого порядка в разложении сепаратрисных решений в ряды по параметру
возмущения ε. Таким образом, для вычисления D(t, t0) достаточно найти
в первом приближении устойчивую ws и неустойчивую wu ветви. Пусть

ws,u (t, t0) = w0 (t− t0) + εws,u1 (t, t0).

Тогда, используя (2.156), в первом порядке по ε получим:

dws,u1

dt
= M̂ (w0)w

s,u
1 + εf1 (w0 (t− t0) , t), (2.157)

где

M̂ (w0) =




∂f01
∂x1

· ∂f01
∂x2

∂f02
∂x1

· ∂f02
∂x2




— матрица-столбец Якоби, взятая на невозмущенной гомоклинической тра-
ектории w0 (t− t0).
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При внесении возмущения в интегрируемую систему исходная гипер-
болическая точка H0 сместится в точку Hp. При этом, очевидно, устой-
чивая и неустойчивые ветви будут удовлетворять соотношению lim

t→∞
ws =

= lim
t→−∞

wu = Hp. Введем вектор

d (t, t0) = ws (t, t0) − wu (t, t0).

В первом приближении, очевидно,

d (t, t0) = ws1 (t, t0) − wu1 (t, t0).

Следуя работе [146], расстояние D (t, t0) между устойчивой и неустойчивой
ветвями сепаратрисы определяется как проекция d на нормаль N к невоз-
мущенной петле w0 в момент времени t (рис. 2.88):

D (t, t0) = N · d. (2.158)

Рис. 2.88. Определение расстояния D (t, t0) = N · d между устойчивой и неустой-
чивой ветвями сепаратрисы [116]

При ε = 0 из (2.156) можно определить вектор N как

N (t, t0) =




−f02 (w0)

f01 (w0)


.

Если ввести оператор x ∧ y = x1y2 − x2y1, то соотношение (2.158) можно
представить в более простом виде:

D (t, t0) = f0 ∧ d.
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Перепишем это выражение как

D = Ds −Du, (2.159)

где Ds,u (t, t0) = f0 ∧ ws,u1 . Теперь, дифференцируя по времени, для Ds

найдем:

Ḋs = ḟ0 ∧ ws1 + f0 ∧ ẇs1 =
(
M̂ (w0) · ẇ0

)
∧ ws1 + f0 ∧ ẇs1.

Поэтому из (2.157), учитывая, что ẇ0 = f0, получим:

Ḋs = ḟ 0∧ws1+f0∧ẇs1 =
(
M̂ (w0) · f 0

)
∧ws1+f0∧

(
M̂ (w0) · ws1

)
+f0∧f 1

либо

Ḋs = SpM̂ (w0) f0 ∧ ws1 + f 0 ∧ f1 = SpM̂ (w0)D
s + f0 ∧ f1. (2.160)

Асимптотически расстояние Ds (t, t0)|t→∞ = f0 (H0) ∧ ws1 = 0. Если
невозмущенная система является слабодиссипативной, то SpM̂ ' 0. Стало
быть, интегрируя уравнение (2.160) на полуинтервале [t0,∞), имеем:

Ds (t0, t0) = −
+∞∫

t0

f0 ∧ f1dt.

Аналогично для Du находим, что

Du (t0, t0) =

t0∫

−∞

f 0 ∧ f1dt. (2.161)

Таким образом, вспоминая, что искомая функция D определяется выраже-
нием (2.159), приходим к окончательному соотношению:

D = −
∞∫

−∞

f0 ∧ f1dt. (2.162)

Полученная функция (которая иногда называется функцией Мельникова)
описывает расщепление сепаратрисы гиперболической точки при внесении
в интегрируемую систему малого возмущения. Если она знакопеременна,
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то устойчивая и неустойчивая ветви пересекаются, образуя гомоклиниче-
ские сплетения, что влечет появление хаотической динамики.

Нетрудно понять, что этот критерий работает также для траекторий
гетероклинического типа.

В качестве примера использования представленного подхода рассмот-
рим достаточно известную модель, на которой исследуются всевозможные
приложения методов аналитического анализа нелинейных систем, — осцил-
лятор Дуффинга [292] и его обобщение, систему Дуффинга – Холмса.

Рис. 2.89. Схема осциллятора Дуффинга [72]

Осциллятор Дуффинга можно представить как систему с двумя рав-
новесными состояниями (или с двумя потенциальными ямами): например,
как закрепленный за один конец стальной стержень, находящийся в поле
двух магнитов (рис. 2.89). Эта модель имеет одно неустойчивое состояние
равновесия (центральное положение) и два устойчивых, соответствующих
положению вблизи каждого магнита. В отсутствие внешнего возбуждения
свободный конец стержня будет находиться около одного из магнитов.

Уравнение, описывающее такую систему, имеет вид ẍ+δẋ−x+x3 = 0.
Нетрудно понять, что оно решается аналитически. В отсутствие трения (δ =
= 0) фазовый портрет данной системы представляется седловой точкой,
расположенной в начале координат, и двумя центрами, которые окружены
сепаратрисой, похожей на символ ∞ (рис. 2.90а). Сепаратриса разделяет два
качественно различных типа движения: колебания вблизи одного из магни-
тов и колебания от магнита к магниту. При включении диссипации (δ > 0)
центры переходят в устойчивые фокусы (рис. 2.90б).

Если теперь начать периодически возмущать стержень (см. рис. 2.89),
т. е. добавить в правую часть гармоническую функцию, то динамика систе-
мы сильно усложнится и при некоторых значениях параметров может стать
хаотической. Этот процесс не является переходным: при фиксированных
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Рис. 2.90. Фазовое пространство системы Дуффинга в отсутствие трения (а) и с дис-
сипацией (б)

значениях амплитуды γ и частоты возбуждения ω хаотическое движение
может наблюдаться неограниченно долго.

Уравнение, описывающее движение стержня, называется уравнением
Дуффинга:

ẍ+ δẋ− x+ x3 = γ cosωt. (2.163)

В настоящее время это уравнение весьма обстоятельно изучено как числен-
но и аналитически, так и экспериментально (см., например, [72,104,155,158]
и приведенные там ссылки). В частности, при определенных значениях па-
раметров оно имеет хаотические решения (рис. 2.91).

Рис. 2.91. Хаотическое поведение системы Дуффинга

Иногда рассматривается так называемое уравнение Дуффинга – Холмса —
осциллятор с параметрическим возмущением кубического члена:

ẍ+ δẋ− x+ β(1 + η cosΩt)x3 = γ cosωt, (2.164)
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где η � 1 — амплитуда и Ω — частота параметрического возмущения.
На примере этого уравнения вычислим функцию Мельникова. Перепишем
его в более удобной форме:

ẋ = y, ẏ = x− β(1 + η cosΩt)x3 − δy + γ cosωt. (2.165)

Соответствующий невозмущенный гамильтониан можно записать как H0 =
= y2/2− x2/2 + βx4/4.

При H0 = 0 система (2.165) имеет единственную гиперболическую
точку x = y = 0 и две гомоклинические петли (рис. 2.90а). Нетрудно найти
закон движения по такой сепаратрисе:

x0(t) = κ/ ch t, y0(t) = ẋ0(t) = −κ sh t

ch2 t
, (2.166)

где κ =
√

2/β. Теперь, используя общий вид уравнения (2.156), из (2.165)
получим:

f01 = y; f11 = 0;

f02 = x− βx3; f12 = γ cosωt− ηβx3 cosΩt− δy.

Поэтому f0 ∧ f1 = y0
[
γ cosωt− ηβx3

0 cosΩt− δy0

]
. Следовательно, из

(2.162) найдем:

D = −
+∞∫

−∞

dt [γy0(t− t0) cosωt −

− ηβx3
0(t− t0) · y0(t− t0) cos Ωt− δy2

0(t− t0)
]
.

(2.167)

Таким образом, окончательно выражение для функции Мельникова си-
стемы Дуффинга – Холмса запишется как (см. [279]):

D(t0) = −A sinωt0 +B sin Ωt0 + C, (2.168)

где постоянные

A = πκγω schπω
2
, B = 1

24
πβηκ4Ω2(4 + Ω2) cschπΩ

2
, C = 2

3
κ2δ.

Введем подмножество ∆c множества параметрических значений δ, та-
кое, что если δ ∈ ∆c, то система (2.165) проявляет хаотические свойства.
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Рис. 2.92. Зависимость старшего показателя Ляпунова от параметра δ для системы
(2.164) при ω = Ω = 1, 1; γ = 0, 114; η = 0, 03; β = 8

Чтобы найти это хаотическое подмножество, проверим, при каких значени-
ях δ функция D может менять знак. Если ω = Ω, то эти значения выписы-
ваются явно:

δ < δcr ≡ 3

2κ2
|B −A|. (2.169)

Если же ω 6= Ω, тогда необходимо дополнительно рассмотреть, когда ча-
стоты ω и Ω будут соизмеримы, а когда несоизмеримы. Если ω/Ω — число
иррациональное, то нетрудно найти, что

δ < δcr ≡ 3

2κ2
(A+B). (2.170)

Когда ω/Ω = m/k, где m и k — целые числа, существует общее выраже-
ние для δcr (см. [410]). Следовательно, для каждого конкретного набора
параметров область хаотичности дается выражением ∆c = [0, δcr].

Проверим, насколько точна полученная величина δcr и, тем самым,
насколько корректен данный критерий возникновения хаоса. Для этого по-
ложим в уравнении (2.164) β = 8; γ = 0, 114; η = 0, 03; ω = Ω = 1, 1,
а параметр δ оставим свободным. Тогда из соотношения (2.169) получим,
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что δcr = 0, 3798. Теперь проанализируем систему численно, выбрав в ка-
честве критерия возникновения хаоса зависимость старшего показателя Ля-
пунова λmax от параметра δ. Результат такого анализа показан на рис. 2.92.
Из рисунка видно, что δcr = 0, 378. Это находится в прекрасном согласии
с аналитически найденным значением.

Таким образом, метод Мельникова позволяет в ряде случаев аналитиче-
ски определять границу возникновения гомо- и гетероклинического хаоса.
И хотя мы описали использование этого метода на примере неавтономных
двумерных систем, его удается обобщить и на многомерные системы [352].
Подчеркнем, однако, что это все же локальный критерий, который можно
использовать в окрестности невозмущенных сепаратрисных гомоклиниче-
ских и гетероклинических петель, и он ничего не говорит о появлении
странного аттрактора.

22. Размерность странных аттракторов

Диссипативные динамические системы, как отмечалось выше, облада-
ют тем свойством, что их решения при t→ ∞ притягиваются к некоторому
подмножеству меры нуль в фазовом пространстве. Это подмножество для
случая регулярной динамики может быть либо устойчивой стационарной
точкой, либо устойчивым предельным циклом, либо инвариантным тором.
Все эти подмножества являются подмногообразиями фазового простран-
ства. Математическим образом хаотических колебаний диссипативных си-
стем служит странный аттрактор, который уже не обладает гладкой струк-
турой и достаточной непрерывностью, предполагаемой в понятии подмно-
гообразия. Геометрическое строение странных аттракторов более сложное.
Они обладают геометрической (масштабной) инвариантностью, или, как
иногда говорят, скейлинговой структурой.

22.1 Геометрическая инвариантность

Чтобы лучше представить себе, о чем идет речь, рассмотрим характер-
ный пример — аттрактор Эно [203], возникающий в простой модели, описы-
ваемой отображением Эно. Мы уже знаем, что странные аттракторы могут
появляться в системах дифференциальных уравнений, размерность фазово-
го пространства которых больше или равна трем, n > 3. Однако сложные
геометрические притягивающие множества могут возникать и в так назы-
ваемых отображениях — динамических системах с дискретным временем
(подробнее см. разделы 2.24 и 2.25). Используя отображения, можно опи-
сывать системы самой различной природы — от физических до биологиче-
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Рис. 2.93. Аттрактор Эно

ских. Отображение Эно — это обратимое двумерное отображение, которое
в принципе можно рассматривать как отображение Пуанкаре для некоторой
двумерной секущей поверхности и трехмерного потока (см. раздел 2.24).

Если аттрактор в динамической системе является странным, то отобра-
жение на секущей будет представлено сложным множеством точек, притя-
гивающим соседние. Такое множество точек, возникающее в отображении
Эно, и образует аттрактор Эно, показанный на рис. 2.93. Внимательно ана-
лизируя рис. 2.93, можно заметить, что аттрактор Эно состоит из кривых,
которые имеют конечную толщину, т. е. фактически внутреннюю структуру.
Чтобы убедиться в этом, увеличим определенный участокD аттрактора Эно
(рис. 2.93). Тогда мы увидим, что часть линий, образующих аттрактор, дей-
ствительно состоит из нескольких «кривых» (рис. 2.94а). Продолжая про-
цесс последовательного увеличения, можно убедиться, что каждая из этих
«кривых» образована бесконечным числом компонент (рис. 2.94б, в), т. е.
структура аттрактора Эно при увеличении масштаба практически повторя-
ется, причем сохраняется и масштабный множитель [203]. О множествах,
имеющих такую структуру, говорят, что они обладают геометрической (мас-
штабной) инвариантностью.

22.2 Канторовы множества

Чтобы научиться количественно описывать такие сложные множества,
в частности странные аттракторы, обратимся сначала к хорошо известным
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Рис. 2.94. Последовательное увеличение малого участка аттрактора Эно. Отчетливо
видна геометрическая инвариантность аттрактора

в математике канторовым множествам, обладающим той же геометри-
ческой инвариантностью. Самым известным примером здесь является так
называемое «множество средних третей».

Возьмем отрезок единичной длины [0, 1], разделим его на три рав-
ные части и вырежем среднюю из них — интервал (1/3, 2/3). С каждым
из оставшихся отрезков поступим точно так же. Тогда мы получим после-
довательность отрезков все убывающей длины (рис. 2.95). На первом этапе

22. Размерность странных аттракторов 261

Рис. 2.95. Построение множества Кантора

построения имеем один отрезок, на втором — два, на третьем — четыре.
На k-м этапе будем иметь 2k отрезков, не связанных друг с другом, дли-
ной 3−k каждый. При k → ∞ получим некоторое множество точек, которое
и называется множеством Кантора. Суммарная длина всех вырезанных
отрезков при этом равна единице:

l = 1
3

+ 2
9

+ 4
27

+ . . . = 1
2

∞∑

k=1

(
2
3

)k
=

1/3

1 − 2/3
= 1. (2.171)

Заметим, что при построении канторова множества вовсе не обязательно
разбивать отрезок на три и притом равные части: канторово множество мож-
но получить, разделяя отрезок каждый раз на произвольное число (i > 3)
частей.

Рассмотрим теперь другой пример масштабно-инвариантного множе-
ства. Это непосредственное обобщение канторова множества средних тре-
тей на случай плоских фигур — ковер Серпиньского. Возьмем квадрат со
стороной, равной единице, и разделим его на девять равных квадратов пря-
мыми, параллельными его сторонам. Затем при первой итерации (k = 1)
удалим все внутренние точки центрального квадрата. Аналогично поступим
с каждым из оставшихся восьми квадратов (вторая итерация, k = 2) и т. д.
(рис. 2.96). Пересечение полученных при k → ∞ множеств — это ковер
Серпиньского.

Таким образом, очень грубо можно сказать, что канторово множество
является как бы «всюду дырявым». Оказывается, что странные аттракторы
для динамических систем и отображений обычно имеют структуру канто-
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Рис. 2.96. Построение ковра Серпиньского. Заштрихованные области удаляются
в процессе итераций

рова множества [116, 203, 264]. Этим они с геометрической точки зрения
отличаются от простых аттракторов, являющихся подмногообразиями.

Существует важная количественная характеристика канторова множе-
ства — дробная размерность, указывающая на близость этого множества
к соответствующему гладкому подмногообразию. Есть несколько различ-
ных определений дробной размерности. Обычно они основаны на метриче-
ских свойствах множеств. Но для странных аттракторов предложены также
вероятностные размерности, при вычислении которых главную роль играет
частота, с которой типичная фазовая траектория посещает различные обла-
сти аттрактора. Ниже мы дадим определение наиболее распространенной
метрической размерности — емкости множества. Обзор основных вопросов,
касающихся различных размерностей странных аттракторов, взаимосвязи
между ними и способов их вычисления, можно найти в [54, 298, 476].

22.3 Фрактальная размерность аттракторов

Понятие дробной размерности, по существу, опирается на понятие це-
лой размерности. Хорошо известно, например, что отрезок и предельный
цикл являются одномерными, плоскость, сфера и тор — двумерными, и
т. д. Это можно интерпретировать так, что для однозначного задания точки
на отрезке достаточно знать только одну координату, а на торе — две, и
т. д. Рассмотрим теперь более сложный объект — множество с масштабно-
инвариантной структурой. Трудность состоит в том, что в этом случае мы
заранее не знаем, какое минимальное число координат нужно для однознач-
ного описания его точек. В принципе, здесь можно поступить следующим
образом. Допустим, что координатная линия все более плотно заполняет
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круг, заключающий в себе геометрически инвариантное множество. Тогда
положение любой точки этого множества можно определить с помощью
одной координаты. Близким способом, в частности, задается адрес чело-
века в городе. Однако такой подход мало эффективен. Поэтому поступают
по-другому.

Разобьем поверхность круга, заключающего в себе некоторое множе-
ство, на ячейки с характерным размером ε и подсчитаем число ячеек, в
которые попали его части. Обозначим их число через N . При уменьше-
нии размера ячейки (ε → 0) число N будет возрастать (N → ∞). Но если
рассмотреть отношение числа N к величине 1/ε, то, поскольку порядок
роста N и 1/ε одинаков, можно ожидать, что полученное значение будет
конечной и вполне определенной величиной для данного множества. Ясно,
что это отношение может и не быть целым числом. Тогда, округлив его до
большего целого, получим минимальное число координат, необходимое для
однозначного задания точек на этом множестве.

Формализация подобного подхода и приводит к понятию дробной раз-
мерности.

Рассмотрим в n-мерном фазовом пространстве динамической систе-
мы некоторое множество A. Покроем это множество n-мерными кубиками
со стороной ε так, чтобы эти кубики содержали все точки множества A.
Пусть N — минимальное число кубиков, необходимых для покрытия A.
Рассмотрим предел

d(A) = lim
ε→0

lnN(ε)

ln(1/ε)
. (2.172)

Величина d(A) ≡ dF является метрической размерностью и называется ем-
костью [99,298] или фрактальной9 размерностью [142,416]. Заметим, что
в литературе емкость иногда называют также хаусдорфовой или энтропий-
ной размерностью [193, 298, 476]. Это оправдано тем, что для типичных
странных аттракторов (которые встречаются в численных расчетах и фи-
зических экспериментах) значения емкости, хаусдорфовой и энтропийной
размерности, по-видимому, очень близки [298, 476].

Для регулярных множеств (например, «куска» трехмерного евклидова
пространства, поверхности или линии) фрактальная размерность dF равна
целому числу (соответственно 3, 2, 1) и совпадает с обычной размерностью.
Действительно, при малых ε из (2.172) получаем

N ∼ Kε−d. (2.173)

9От латинского fractus — фрагментированный
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Число кубиков со стороной ε, необходимое для покрытия некоторого объема
в трехмерном пространстве, пропорционально 1/ε3, для покрытия поверх-
ности — N ∼ 1/ε2 и линии — N ∼ 1/ε. Следовательно, если мы имеем
простой аттрактор, например, предельный цикл, то его фрактальная раз-
мерность равна единице. Для инвариантного тора значение dF равно двум
и т. д.

Однако для нерегулярных множеств, обладающих масштабно-инва-
риантной структурой, фрактальная размерность имеет дробное значение.
Остановимся на этом более детально.

Определим вначале фрактальную размерность множеств, рассмотрен-
ных выше, — множества средних третей и ковра Серпиньского.

Из построения множества средних третей следует, что оно состоит
из N = 2m разделенных интервалов длиной ε = 1/3m каждый. В самом
деле, при k = 0 имеем N = 1, ε = 1. Если k = 1, то N = 2, ε = 1/3;
для k = 2 N = 4, ε = 1/9, и при k = m N = 2m, ε = 1/3m (рис. 2.95).
Здесь k обозначает число итераций построения множества. Следовательно,
использовав определение (2.172), получим

dF = lim
m→∞

ln 2m

ln 3m
= ln 2

ln 3
≈ 0,631. (2.174)

Определим теперь фрактальную размерность ковра Серпиньского.
Имеем

k = 1, N = 8 = 81, ε = 1/31,

k = 2, N = 8 · 8 = 82, ε = 1/32,

k = 3, N = 8 · 8 · 8 = 83, ε = 1/33,

...
...

...

k = m N = 8m, ε = 1/3m,

отсюда

dF = lim
m→∞

ln 8m

ln 3m
= ln 8

ln 3
≈ 1,893. (2.175)

Таким образом, ковер Серпиньского — это уже не линия, размерность
которой равна единице, но еще и не поверхность, поскольку размерность
поверхности равна двум. Это что-то «между» линией и двумерной поверх-
ностью. Неожиданным является то, что реальные фрактальные множества,
рождающиеся в физических экспериментах, представляют собой аналог ко-
вра Серпиньского в том смысле, что их размерность dF тоже имеет дробное
значение (см. §23).
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Как мы уже отмечали, странные аттракторы обычно близки по своей
структуре к канторовым множествам, поэтому следует ожидать, что раз-
мерность странного аттрактора будет дробной. Таким образом, значение
размерности можно использовать в качестве критерия отличия простых ат-
тракторов от странных. В основополагающей работе Рюэля и Такенса [173]
термин «странный аттрактор» был введен авторами именно для того, чтобы
подчеркнуть, что такие аттракторы не являются гладкими многообразиями.

Ввиду чрезвычайной важности фрактальной размерности возникает во-
прос о явном ее вычислении для тех или иных аттракторов динамических
систем.

22.4 Гипотеза Каплана–Йорка

Существует гипотеза, выдвинутая Капланом и Йорком [383], согласно
которой фрактальная размерность связана с характеристическими показа-
телями Ляпунова λi. Эта гипотеза предполагает, что фрактальная размер-
ность dF совпадает с ляпуновской размерностью dL, определяемой как

dL = j +

j∑

i=1

λi
|λj+1|

, (2.176)

где все показатели λi упорядочены: λ1 > λ2 > . . . > λn (n — размерность
фазового пространства), а число j определяется из условий

λ1 + λ2 + . . . + λj > 0, λ1 + λ2 + . . . λj+1 < 0. (2.177)

Для трехмерных динамических систем (т. е. для систем с размерностью
фазового пространства n = 3) в предположении, что движение происходит
на странном аттракторе, формула (2.176) сводится к виду

dL = 2 +
λ1

|λ3|
, (2.178)

поскольку для таких систем λ1 > λ2 > λ3 и (см. раздел 2.21) (λ1, λ2, λ3) =
= (+, 0,−).

Физически кажется ясным, что для того, чтобы установить геометри-
ческую структуру странного аттрактора, необходимо взять какую-либо ма-
лую область фазового пространства и проследить, как с течением времени
она эволюционирует. Информацию об изменении малого элемента фазо-
вого объема динамической системы дают характеристические показатели
Ляпунова.
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Рис. 2.97. К пояснению гипотезы Каплана–Йорка (2.178)

Покажем на примере трехмерной (n = 3) динамической системы
со странным аттрактором, как можно объяснить смысл гипотезы Каплана –
Йорка. Рассмотрим в начальный момент времени t = 0 малый элемент V0

фазового объема и проследим за его эволюцией при t > 0. Поскольку си-
стема является диссипативной, а движение происходит на странном аттрак-
торе, то с течением времени элемент объема V0 будет сжиматься и сильно
деформироваться (рис. 2.97а, б). Будем постоянно (мысленно) распрямлять
этот деформированный объем V (t), покрывая его в каждый момент време-
ни трехмерными кубиками со стороной ε(t) (рис. 2.97в). Как известно (см.
раздел 2.21), характеристические показатели Ляпунова определяют степень
сжатия фазового объема в одних направлениях и растяжения — в других.
Используя показатели Ляпунова, изменение со временем элемента объема V
можно записать следующим образом:

V (t) ∼ V0e
(λ1−|λ3|)t, (2.179)

где нумерация λi выбрана так, что λ1 > λ2 > λ3 и λ1 > 0, λ2 = 0, λ3 6 0.
Изменение ε(t) записывается в виде

ε(t) ∼ e−|λ3|t, (2.180)

ε3(t) ∼ e−3|λ3|t, (2.181)

где ε3(t) — объем кубиков со стороной ε(t), покрывающих элемент V (t)
фазового объема в момент времени t. Тогда число N(t) таких кубиков

N(t) ∼ V (t)

ε3(t)
= eλ1t+2|λ3|t, (2.182)
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отсюда

dF = lim
t→∞

lnN(t)

ln(1/ε(t))
= 2 +

λ1

|λ3|
, (2.183)

что совпадает с (2.178).
Из соотношения (2.176) легко получить, что dF < n, как и следовало

ожидать. В самом деле, из условия диссипативности динамической систе-
мы вытекает, что ее фазовые траектории с течением времени стягиваются
к некоторому подмножеству фазового пространства. Размерность этого под-
множества всегда меньше n.

Гипотеза (2.176) выполняется в ряде частных случаев [297, 476, 533],
а вообще говоря, она несправедлива [54]. Можно показать лишь, что ляпу-
новская размерность дает оценку сверху для фрактальной (хаусдорфовой)
размерности [273, 391]. Поэтому при расчетах размерностных характери-
стик странных аттракторов динамических систем часто приходится непо-
средственно использовать определение (2.172) величины dF и опираться
исключительно на численные расчеты.

Чтобы определить dF , численно исходя из (2.172), необходимо фа-
зовое пространство динамической системы разбить на ячейки со сторо-
ной ε, а затем произвести численное интегрирование до того момента, по-
ка не закончится переходный процесс, после которого движение являет-
ся стационарным (установившимся) и происходит на странном аттракторе.
При последующем интегрировании необходимо помечать те ячейки, в кото-
рые попадает траектория. После достаточно большого числа итераций, т. е.
по прошествии длительного промежутка времени численного интегрирова-
ния динамической системы, число таких ячеек будет стремиться к N(ε).
Далее, из формулы (2.172) нетрудно увидеть, что зависимость y ≡ lnN
от x ≡ ln(1/ε) при малых ε является линейной. Следовательно, если графи-
чески изобразить зависимость y от x, то, как следует из (2.172), фрактальная
размерность dF равна тангенсу угла наклона прямой y(x). Численные ме-
тоды определения фрактальной размерности обсуждаются в [135, 476].

Приведем примеры значений фрактальной размерности странных ат-
тракторов. Для системы Лоренца (2.120) при σ = 10, b = 8/3 и r = 28 она
равна dF = 2,05±0,01. Тем самым, оказывается, что аттрактор Лоренца при
указанных значениях параметров близок к некоторой двумерной поверхно-
сти.

В [170] исследовалась следующая система:

ẋ = y(z − 1 + x2) + γx, ẏ = x(3z + 1 − x2) + γy, ż = −2z(ν + xy),
(2.184)



268 Глава 2

при ν = 1,1 и γ = 0,87. Д. А. Рассел и др. [476] численно определили
размерность dF странного аттрактора в такой системе и нашли, что он за-
нимает промежуточное положение между поверхностью и трехмерной фи-
гурой, dF = 2,318± 0,002.

Заметим, что когда размерность dF оказывается близкой к целому чис-
лу и трудно оценить погрешность численных расчетов, следует всегда до-
полнительно использовать другие критерии динамического хаоса (см. раз-
дел 2.21).

23. Фракталы

Масштабная инвариантность, характеризующая меру «странности» ха-
отических аттракторов, по существу, является универсальным свойством,
присущим большому числу явлений природы. Обощение этого понятия,
использование его для обработки экспериментальных данных постепенно
привели к формированию новой дисциплины — фрактальной геометрии,
изучающей так называемые фpактальные объекты.

Термин фрактал впервые был введен Бенуа Мандельбротом (см. [143,
415, 416]) для обозначения объектов, емкость которых всегда больше, чем
их топологическая размерность dT . Например, фрактальная размерность
множества средних третей (см. рис. 2.95) составляет dF = ln 2/ ln 3, в то
время как его топологическая размерность (т. е. фактически размерность
множества точек) dT = 0. При этом, однако, вовсе необязательно, чтобы
величина dF была нецелой (см. ниже).

Фрактальная геометрия долгое время не находила широкого примене-
ния, пока не было обнаружено большое число задач, где геометрическая
инвариантность и размерность служат основными характеристиками систе-
мы [186,200,336]. Так, если рассмотреть скорость турбулентного потока как
функцию пространственных переменных и времени, то она будет представ-
лять собой фрактал того же типа, что и броуновская кривая [143, 200, 520].

У фрактальной теории много точек соприкосновения с методом ренор-
мгруппы и теорией фазовых переходов [452, 499]. Кроме того, в настоящее
время очень популярна область, находящаяся на стыке финансовой матема-
тики и теории хаоса. Здесь можно многое описать, используя фрактальный
подход [144, 454, 455]. Неожиданно важные приложения теории фракталь-
ных множеств были выявлены в достаточно новых областях современной
науки — теоретической биологии и математической медицине [200,248,443].
Наконец, фрактальные множества интересны с точки зрения создания моста
между математикой и искусством [163] (см. §27).
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Удивительные свойста фрактальных множеств, их повсеместное рас-
пространение и многочисленные парадоксы, связанные с ними, описаны
в книгах [143, 200].

23.1 Примеры искусственных и естественных фракталов

Простейшее фрактальное множество можно представить, например,
как узор из неких идеализированных «снежинок», показанный на рис. 2.98
и называемый фракталом Вичека [200, 520]. Каждый отдельно выбранный
элемент фрактала Вичека состоит из пяти идентичных элементов мень-
шего размера. В свою очередь, соединив пять отдельных частей, подобных
фракталу Вичека, получим объект абсолютно той же структуры, что и исход-
ный, и т. д. Очевидно, такое множество является масштабно-инвариантным:
на каждом «уровне» часть фрактала выглядит в точности так же, как и все
множество.

Рис. 2.98. Построение фрактала Вичека

Рис. 2.99. Один из способов построения фрактального «дерева»
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Другой простой пример фрактала строится подобно росту «дерева»
[186]. От первоначального ствола по обе стороны отрастают две ветви, дли-
на которых в три раза меньше длины ствола. Затем от каждой ветви и ство-
ла отрастает в разные стороны по еще меньшей ветви, и т. д. (рис. 2.99а).
Теперь, если обобщить полученное множество и допустить, что «дерево»
может иметь несколько стволов, растущих в разные стороны, мы придем
к картине, показанной на рис. 2.99б.

Можно рассмотреть несколько иное построение фрактального дерева,
когда на каждой последующей итерации ветвь раздваивается под опреде-
ленным углом. В этом случае необычна зависимость формы полученного
фрактала от угла, под которым «прорастают» ветви (рис. 2.100).

Рис. 2.100. Зависимость формы фрактального «дерева» от угла расхождения «вет-
вей». а — 45◦, б — 90◦, в — 180◦, г — 270◦

Фрактальные структуры, аналогичные показанным на рис. 2.98—2.100,
встречаются в природе и рождаются в физических экспериментах. Чтобы
убедиться в этом, рассмотрим в качестве примера возникновение так на-
зываемых «вязких пальцев» — сложных рыхлых образований, отдаленно
напоминающих по форме пальцы перчатки (рис. 2.101). Вязкие пальцы по-
являются в ячейке Хеле – Шоу, состоящей из двух близко расположенных
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Рис. 2.101. «Вязкие пальцы», полученные в ячейке Хеле–Шоу в случае смешиваю-
щихся (а) и несмешивающихся (б) жидкостей

Рис. 2.102. Фигура Лихтенберга

друг к другу параллельных пластин, между которыми заключена жидкость.
Если впрыснуть через отверстие в одной из них другую жидкость, то в слу-
чае их смешиваемости возникает структура, показанная на рис. 2.101а. При
условии несмешиваемости двух жидкостей «пальцы» гораздо толще, по-
скольку в этом случае поверхностное натяжение препятствует образованию
тонких отростков (рис. 2.101б). Поразительно сходство вязких пальцев с
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фрактальным деревом (рис. 2.99б). Как мы увидим в дальнейшем, это сход-
ство является не только качественным, но и количественным.

Другой пример природного объекта, по форме сильно напоминающий
фрактальное дерево, — это фигура Лихтенберга. Фигура Лихтенберга об-
разуется вследствие пробоя диэлектрика между точечными положительным
и центрально-симметрично окружающим его отрицательным потенциалами
(рис. 2.102).

Еще один пример фрактала, также получаемого в эксперименте, — ре-
зультат осаждения на электроде ионов металла, диффундирующих в тон-
ком слое электролитического раствора. Итог такого эксперимента показан
на рис. 2.103.

Рис. 2.103. Результат осаждения ионов золота в тонком слое электролита

23.2 Агрегация, ограниченная диффузией

Представляет интерес, как же могут рождаться такие сложные объек-
ты, как фракталы. Один из теоретических механизмов, предложенных для
объяснения их образования, — это агрегация, ограниченная диффузией
(diffusion-limited aggregation, DLA) [423–425,525,526]. Согласно этому меха-
низму определенная разновидность фракталов может быть получена в про-
цессе неупорядоченного необратимого роста.
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Представим себе объект (кластер), растущий следующим образом: с те-
чением времени к нему присоединяется молекула, причем когда эта молеку-
ла приходит в соприкосновение с кластером, она сразу же прилипает к нему.
Такой процесс называется агрегацией. Допустим теперь, что частицы (моле-
кулы) диффундируют к растущему кластеру абсолютно случайным образом
(т. е. по закону движения броуновской частицы). Агрегация частиц, протека-
ющая в условиях случайного блуждания, — это и есть DLA. Формирование
кластеров посредством DLA является крайне неравновесным. Тем не ме-
нее, в качественном отношении с помощью него можно легко объяснить
некоторые свойства роста фрактальных структур.

Предположим, что процесс идет в очень тонком слое раствора, распо-
ложенном между двумя пластинами, и рост начинается с гладкой поверх-
ности — зародыша. В результате случайного блуждания молекул в какой-то
части поверхности зародыша их налипнет больше, чем в другой. Тогда рост
в этом месте будет происходить быстрее, так как вероятность наткнуться
на образовавшийся выступ выше, чем вероятность попасть в другое, ме-
нее доступное место. Это приводит к тому, что когда следующая частица
прилипнет к выступу, он станет еще больше. В итоге исходная форма заро-
дыша, сначала лишь немного искаженная, деформируется еще сильнее. Этот
процесс называется неустойчивостью роста. В результате такого роста об-
разуется неупорядоченная, сильно разреженная структура — фрактальный
кластер.

Значение предложенного подхода состоит в том, что он показывает
связь между фрактальными объектами и процессом роста. Кроме того, про-
цесс DLA легко смоделировать на компьютере следующим образом.

Экран компьютера разбивается на квадратную, шестиугольную или
треугольную решетку с достаточно мелким шагом. Кластер начинает свой
рост с одной частицы, расположенной в центре экрана (т. е. в начале коорди-
нат). Затем в случайно выбранной точке на окружности R, ограничивающей
кластер извне, появляется другая частица, двигающаяся по решетке по бро-
уновскому закону. В тот момент, когда расстояние между центром и второй
частицей не превышает шага решетки, она замирает на месте. Затем в слу-
чайно выбранном месте на расстоянии R от центра появляется следующая
частица и случайным образом начинает движение по решетке. Это блужда-
ние продолжается до тех пор, пока она не окажется на расстоянии, не боль-
шем шага решетки, от какой-либо из двух уже имеющихся частиц. И так да-
лее. В результате такого моделирования образуются структуры (рис. 2.104),
удивительно похожие на естественные фракталы (см. рис. 2.101–2.103).

Модель DLA нетрудно усложнить во многих направлениях. Напри-
мер, можно допустить, что частица, прежде чем остановиться, отскакивает
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Рис. 2.104. Классический DLA–кластер, состоящий из 106 частиц

от поверхности растущего кластера. При этом, однако, основная структура
кластера сохраняется; в зависимости от числа допустимых отскоков утол-
щаются только ветви образующегося кластера.

В случае трехмерных процессов образование некоторых фракталов так-
же удается объяснить с помощью модели агрегации, ограниченной диффу-
зией.

Сходство фракталов, полученных в процессе DLA и в экспериментах
не случайно. Образование фрактальных кластеров описывается уравнени-
ем Лапласа, которому удовлетворяет потенциал в задачах электростатики,
диффузии, потока несжимаемой жидкости и др. Для фигуры Лихтенбер-
га пробой происходит в направлении наибольшего градиента потенциала,
а труднодоступные области кластера являются хорошо экранированными.
Это и приводит к появлению структуры типа представленной на рис. 2.102.

Для случая диффузии кластер отвечает эквипотенциальной поверхно-
сти, а градиент потенциала соответствует полю диффузии. Частицы больше
адсорбируются там, где выше градиент, т. е. вблизи выступов, что и является
причиной образования фрактала (рис. 2.103, 2.104). При рождении вязких
пальцев решающую роль играет гидродинамическая неустойчивость между
жидкостями. Градиент давления будет наибольшим у выступов, так что лю-
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бая выпуклость на границе раздела имеет тенденцию к росту, в результате
чего образуется структура, подобная показанной на рис. 2.101.

23.3 Вероятностная модель роста фрактала10

Нетрудно построить вероятностную модель роста фрактала, образую-
щегося в процессе DLA [401].

Пусть частицы, образующие кластер, имеют диаметр d. Разобьем плос-
кость, на которой растет кластер, на nmax концентрических колец шири-
ной d, так чтобы центр колец совпадал с центром кластера. Тогда средний
радиус кольца можно определить как rn = nd, n = 1, . . . , nmax (рис. 2.105).
Движение частицы в такой модели определим на основе следующих правил:

• Броуновское движение частицы состоит в перемещении в пределах
кольца или скачкообразных переходах на соседние кольца. Направле-
ние движения определяется вероятностным образом.

• При переходе частица может с определенной вероятностью столкнуть-
ся с одной из частиц кластера, что соответствует агрегации частицы
на его поверхности, после чего в систему вводится новая частица.

Рис. 2.105. Кольцевая модель DLA-кластера

Значения вероятностей перехода и агрегации частиц зависят от рас-
сматриваемой модели распределения частиц внутри кольца. Наиболее про-
стой, но все еще дающей хорошие результаты, моделью будет ячеечное
распределение частиц внутри кольца. В этом случае предполагается, что
кольцо разбито на Mn = [2πrn/d] ячеек, внутри которых могут находиться

10Результаты этой части получены одним из авторов (А. Ю. Л.) совместно с А. Б. Рябовым.
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частицы. Здесь [· · · ] обозначает выделение целой части. В этом случае ве-
роятность попадания в одну из Nn частиц кластера n-го кольца, очевидно,
составит

p̃n =
Nn
Mn

. (2.185)

Таким образом, вероятность перехода частицы из n-го слоя в (n+1)-й слой
равна p1

n = (1+d/rn)/3, а в (n−1)-й слой — p−1
n = (1−d/rn)/3. При этом

вероятность остаться в том же слое p0
n = 1/3. Следовательно, pkn = (1 +

+ kd/rn)/3, k = −1, 0, 1.
Наличие слагаемого ±d/rn следует из предположения, что вероятность

перехода из одного кольца в другое должна быть пропорциональна соотно-
шению длин этих колец. Поэтому вероятность адсорбции частицы, находя-
щейся на n-м слое, определяется как

Pn =
1∑

k=−1

p̃n+kp
k
n. (2.186)

Если адсорбции не произошло, то с вероятностью Qn = 1−Pn происходит
переход. Соответствующие (условные) вероятности перехода могут быть
легко найдены на основе формулы Байеса полной вероятности:

qkn =
pkn(1 − p̃n+k)

Qn
. (2.187)

Построенный таким образом кластер представляет собой набор слоев, каж-
дый из которых характеризуется парой чисел Nn и Mn. Для простоты по-
ложим массу одной частицы равной единице. Тогда масса всего кластера
будет равна m =

∑nmax

n=1 Nn.
Фрактальную размерность такой системы можно определить иссле-

дуя зависимость массы кластера от его радиуса. В случае реального DLA
m(nmax) ∝ ndF

max, где dF — размерность кластера. В логарифмических ко-
ординатах график такой зависимости будет представлять собой прямую
с коэффициентом наклона dF . Продифференцировав его, можно получить
локальную размерность как функцию nmax:

dF (nmax) = d
d lognmax

logm(nmax).

Данная модель легко обобщается на трехмерный случай. Тогда про-
странство разбивается на слои концентрическими сферами. При этом мак-
симальное число частиц внутри слоя можно оценить как Mn =

[
πr2n/d

2
]
,
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Рис. 2.106. Зависимости массы кластера от его радиуса в двумерном (2D) и трех-
мерном (3D) случаях

а вероятности перехода

pkn = 1
3

(
1 + k d

r2

)
.

Остальные соотношения (2.186)—(2.187) остаются без изменений.
Численный анализ построенной модели для двумерного и трехмерного

случаев показан на рис. 2.106. Фрактальные размерности, полученые пу-
тем линейной аппроксимации графиков, равны d

(2)
F = 1.727 ± 0.002 для

двумерного случая и d(3)
F = 2.471± 0.005 — для трехмерного.

Таким образом, простейший вероятностный подход дает очень хорошее
согласие с известными результатами d(2)

F = 1.71, d(3)
F = 2.49.

23.4 Жирные фракталы

Среди фрактальных множеств встречаются также такие, которые устро-
ены сложнее, чем самоподобные структуры. Более того, сложный фрак-
тал может иметь целочисленную размерность и при этом иметь структу-
ру, подобную канторову множеству. Множества, фрактальная размерность
которых равна натуральному числу и совпадает с обычной размерностью
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объемлющего пространства, а сами они сложно геометрически устроены,
называются толстыми или жирными фракталами.

Для характеристики жирных фракталов было предложено использовать
вместо фрактальной размерности так называемую метаразмерность [518].
Эта величина вводится следующим образом. Допустим, что существует пре-
дел

lim
ε→0

lnN(ε)

− ln ε
= dF . (2.188)

Предположим также, что lim
ε→0

N(ε)εdF = ν0. Метаразмерностью называет-
ся величина

dδ = lim
ε→0

ln
∣∣N(ε)εdF − ν0

∣∣
ln ε

.

Признак жирного фрактала — целая емкость и конечная метаразмер-
ность. Из этого определения нетрудно получить, что

N(ε) = εdF
(
ν0 ± aεδ

)
,

где a — некоторое положительное число. При 0 < δ < 1 отношение (2.188)
под знаком предела, т. е. lnN(ε)/ ln(1/ε), может существенно отличаться
от dF на большом интервале значений ε.

23.5 Обобщенная размерность

Мы уже отмечали, что среди фрактальных множеств встречаются та-
кие, которые не являются однородными. Можно построить фрактал, раз-
мерность которого, например, меняется при переходе от одной его части к
другой. Более того, фракталы со строгим самоподобием вроде ковра Сер-
пиньского или фрактала Вичека скорее являются исключением, чем прави-
лом. Легко понять, что неоднородность не может быть описана только емко-
стью. Поэтому было предложено использовать целую совокупность размер-
ностей Dq, q = 0, 1, 2, . . ., характеризующих статистическую структуру
(т. е. степень неоднородности или некий аналог функции плотности) фрак-
тального множества [350].

Величина Dq называется обобщенной размерностью и определяется
следующим образом:

Dq = lim
ε→0

1
q − 1

ln
N(ε)∑
i=1

pqi

ln ε
, q = 0, 1, 2, . . . , (2.189)
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где pi — вероятность того, то точка, принадлежащая фракталу, содержится
в i-й ячейке размером ε, i = 1, 2, . . . , N(ε).

Если фрактальное множество полностью однородно, то вероятность pi
одинакова для каждой ячейки, т. е. pi = 1/N(ε). Поэтому

N(ε)∑

i=1

pqi = N(ε)

[
1

N(ε)

]q
= [N(ε)]1−q

и, таким образом, обобщенная размерность (2.189) совпадает с емкостью dF
(2.172). Однако когда фрактал неоднороден, значение Dq отличается от ем-
кости. Как показано в работе [350], Dq > Dq′ для q < q′, и равенство имеет
место только тогда, когда фрактальное множество является однородным.

Поясним смысл обобщенной размерности Dq для различных q. Ес-
ли q = 0, то pqi = 1 и сумма в (2.189) есть просто N(ε). Следовательно,
соотношение (2.189) сводится к (2.172). Поэтому D0 = dF .

Если q = 1, то числитель и знаменатель в соотношении (2.189) обра-

щаются в нуль, поскольку ln
N(ε)∑
i=1

pi = 1. Для раскрытия неопределенности

положим κ = q − 1 и преобразуем (2.189) следующим образом:

D1 = lim
ε→0
κ→0

ln

[
N(ε)∑
i=1

pie
κ ln pi

]

κ ln ε
.

Тогда, используя разложение экспоненты и логарифма, найдем:

D1 = lim
ε→0
κ→0

ln

(
1 + κ

N(ε)∑
i=1

pi ln pi

)

κ ln ε
= lim

ε→0

N(ε)∑
i=1

pi ln pi

ln ε
.

Поскольку соотношение S(ε) = −
∑
i

pi ln pi определяет энтропию, то вели-

чина D1 показывает, как при уменьшении размеров ячеек (т. е. при ε → 0)
возрастает количество информации о рассматриваемом фрактальном мно-
жестве. Поэтому D1 называется информационной размерностью.



280 Глава 2

Если q = 2, то соотношение (2.189) дает:

D2 = lim
ε→0

ln
N(ε)∑
i=1

p2
i

ln ε
. (2.190)

Выражение, стоящее здесь под знаком суммы, p2
i , — это вероятность то-

го, что по крайней мере две точки, принадлежащие фракталу, находятся
в i-й ячейке. Следовательно, значение D2 определяется через бинарные
корреляции в распределении вероятностей. Поэтому величину D2 назы-
вают корреляционной размерностью. Она часто используется при анализе
распределенных систем (см. §31).

Для q = 3, 4, . . . размерности D3, D4, . . . связаны с корреляциями
высших порядков и дают дополнительную информацию о геометрической
структуре фрактальных множеств. Кроме того, существует и определена
обобщенная размерность D|q→∞ [350].

Таким образом, используя приведенные характеристики, можно по-
дробно изучить фрактальное множество и определить его статистическую
структуру.

24. Отображения и некоторые их свойства

Теория отображений — это самостоятельный раздел теории динамиче-
ских систем, где изучаются объекты не с непрерывным, а с дискретным
временем.

24.1 Простейшие свойства отображений

Пусть, как и прежде, динамическая система задается дифференциаль-
ными уравнениями вида

ẏ = v(y), y(0) = y0. (2.191)

Выберем в фазовом пространстве этой динамической системы секущую
поверхность, которую фазовые кривые пересекают не касаясь. Будем от-
мечать точкой на этой секущей поверхности каждое пересечение фазовой
траекторией, происходящее в определенном направлении (например, сни-
зу вверх). Тогда на этой поверхности мы получим некоторый набор то-
чек A,B,C,D, . . . , последовательно переходящих друг в друга. Поскольку
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начальные условия y0 динамической системы (2.191) полностью и одно-
значно задают всю фазовую траекторию, положение каждой точки в этой по-
следовательности однозначно определяется положением предыдущей. Ины-
ми словами, существует некоторая функция ϕ, связывающая между собой
положение двух следующих одна за другой точек. Обозначим через xn
координаты n-й точки пересечения фазовой траектории с секущей поверх-
ностью. Тогда координаты последующих точек пересечения связаны между
собой некоторым соотношением

xn+1 = ϕ(xn). (2.192)

Говорят, что это соотношение определяет отображение. Поочередно при-
меняя отображение (2.192), получаем бесконечную последовательность то-
чек

x0,x1, . . . , xn,xn+1, . . . , (2.193)

однозначно определяемую координатой начальной точки x0.
Использование отображения вместо дифференциальных уравнений при

исследовании динамики конкретных систем оказывается весьма полезным
как в силу их наглядности, так и в вычислительном отношении, посколь-
ку при переходе к отображению размерность изучаемой системы умень-
шается на единицу. При этом оказывается, что свойства рассматриваемой
динамической системы во многом определяются свойствами порождаемого
ею отображения. Например, периодическим решениям дифференциальных
уравнений (или, что то же самое, предельным циклам) ставятся в соответ-
ствие неподвижные точки отображения.

Разумеется, отображения вида (2.192) могут быть определены и вне
всякой связи с какими-либо конкретными системами дифференциальных
уравнений. Рассмотрим простой пример из области экологии. Допустим,
у нас есть популяция бабочек, размножающихся в определенное время го-
да. Далее, примем, что xn — численность этой популяции в n-м году. Тогда
ее численность на следующий год однозначно определяется тем, сколько
бабочек было в предыдущем году, т. е. величиной xn. Следовательно, из-
менение численности популяции подчиняется отображению (2.192) с опре-
деленной функцией ϕ. В данном конкретном случае отображение является
одномерным. Можно, однако, представить себе и другие ситуации, когда xn
является набором из нескольких независимых переменных.

Точка x∗ называется неподвижной точкой отображения ϕ, если x∗ =
= ϕ(x∗). В теории отображений неподвижные точки играют ту же роль, что
и стационарные точки в дифференциальных уравнениях. Найдем условия
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устойчивости неподвижной точки x∗ отображения (2.192). Пусть x = x∗ +
+ δx, причем δx — малая по сравнению c x∗ величина. Тогда отображение
(2.192) примет вид

x∗ + δxn+1 = ϕ(x∗ + δxn). (2.194)

Рис. 2.107. Седловая точка �∗ отображе-
ния и соответствующий этой точке сед-
ловой предельный цикл γ

Разлагая правую часть (2.194) в ряд
в окрестности точки x∗ и отбрасы-
вая члены порядка малости выше
первого, находим

x∗+δxn+1 = ϕ(x∗)+
( ∂ϕ

∂xn

)∣∣∣∣
x∗

δxn.

(2.195)
Отсюда, поскольку точка x∗ являет-
ся неподвижной, получим

δxn+1 =
( ∂ϕ

∂xn

)∣∣∣∣
x∗

δxn, (2.196)

или, вводя обозначение aik =
= (∂ϕi/∂x

k
n)
∣∣
x∗ , будем иметь по-

компонентно:

δxin+1 =
∑

k

aikδx
k
n. (2.197)

Это есть линейное отображение. Собственные значения αk матрицы A
с элементами aik называются мультипликаторами. Неподвижная точка x∗

исходного отображения (2.192) является устойчивой (см. раздел 20.2.1), ес-
ли все мультипликаторы αk удовлетворяют условию |αk| < 1. Если среди
мультипликаторов αk имеются такие, для которых |αj | > 1, то неподвижная
точка отображения (2.192) будет неустойчивой.

Для двумерных отображений (k = 2) имеются только три возможных
случая: |α1| > 1, |α2| > 1 — полностью неустойчивая неподвижная точка;
|α1| < 1, |α2| < 1 — устойчивая неподвижная точка; |α1| > 1, |α2| < 1
(или |α1| < 1, |α2| > 1) — седловая неподвижная точка. В последнем слу-
чае соответствующая фазовая траектория дифференциального уравнения —
седловой предельный цикл (рис. 2.107).

В качестве примера двумерного отображения рассмотрим отображение
Эно [203]:

xn+1 = ϕ1(xn, yn) = yn + 1 − ax2
n,

yn+1 = ϕ2(xn) = bxn.
(2.198)
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Неподвижные точки такого отображения получаем из уравнений

x = y + 1 − ax2, y = bx. (2.199)

Отсюда находим, что при a > a0 = −(1 − b)2/4 (a 6= 0) координаты непо-
движных точек

x± = 1
2a

(
−(1 − b) ±

√
(1 − b)2 + 4a

)
,

y± = bx±.
(2.200)

Точка (x+, y+) устойчива при a < a1 = 3(1 − b)2/4 и неустойчива
при a > a1. Точка (x−, y−) всегда неустойчива.

Можно показать, что отображение Эно диссипативно, так что всегда
существует некоторое притягивающее множество меры нуль (аттрактор),
к которому при итерациях отображения сходятся все последовательности
точек. Это множество может быть чрезвычайно сложным и иметь фрак-
тальную структуру (см. рис. 2.93, 2.94).

24.2 Одномерные отображения

Ниже мы рассмотрим только одномерные отображения вида

xn+1 = ϕ(xn). (2.201)

Динамика одномерного отображения может быть наглядно представлена
графически. Построим на плоскости (xn+1, xn) график функции xn+1 =
= ϕ(xn) и проведем прямую xn+1 = xn. Тогда последовательные итера-
ции отображения (2.201) можно представить с помощью геометрического
построения, называемого диаграммой Ламерея (рис. 2.108). Используя диа-
грамму Ламерея, легко найти неподвижные точки отображения (2.201). Ими
являются точки пересечения графика xn+1 = ϕ(xn) и биссектрисы xn+1 =
= xn.

Условие устойчивости неподвижных точек x∗ отображения (2.201) сво-
дится к выполнению неравенства |ϕ′(x∗)| < 1. Если |ϕ′(x∗)| > 1, неподвиж-
ная точка x∗ неустойчива.

На рис. 2.108 последовательность x1, x2, x3, . . . сходится к устойчи-
вой неподвижной точке x∗1. Неподвижная точка x∗2 является неустойчи-
вой и при малом возмущении дает начало расходящейся последователь-
ности x′1, x

′
2, x
′
3, . . .
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Рис. 2.108. Диаграмма Ламерея некоторого одномерного отображения ϕ. Неподвиж-
ная точка x∗

1 устойчива, точка x∗

2 неустойчива

Рис. 2.109. Двукратный устойчивый
цикл одномерного отображения

Кроме неподвижных точек одномер-
ные отображения могут иметь циклы.
Циклом периодаm (или m-кратным цик-
лом) отображения называется последо-
вательность точек x1, x2, x3, . . . , удовле-
творяющих условиям

x2 = ϕ(x1),

x3 = ϕ(x2),

· · · · · ,
x1 = ϕ(xm),

(2.202)

причем никакие два элемента в набо-
ре x1, x2, . . . , xm не совпадают. Заметим
также, что точки цикла x1, x2, . . . , xm
называются иногда m-кратными непо-
движными точками.
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На рис. 2.109 изображен двукратный устойчивый цикл одномерного
отображения, соответствующий двукратным неподвижным точкам x∗1 и x∗2.
При этом точка x∗ является неустойчивой.

Поскольку для m-кратных неподвижных точек

x1 = ϕm(x1) = ϕ(ϕ(ϕ . . . ϕ︸ ︷︷ ︸
m

(x1) . . . )), (2.203)

то каждая из m точек, соответствующих m-кратному циклу, одновремен-
но является однократной неподвижной точкой отображения ϕm. Условие
устойчивости и неустойчивости m-кратной неподвижной точки одномерно-
го отображения сводится, соответственно, к выполнению неравенств

|ϕ′(x∗1) . . . ϕ′(x∗m)| < 1,

|ϕ′(x∗1) . . . ϕ′(x∗m)| > 1.
(2.204)

Одномерные отображения бывают взаимно-однозначными и не взаим-
но-однозначными. Остановимся сначала на первых.

24.2.1 Взаимно-однозначные отображения

Точечное отображение (2.201) называется взаимно-однозначным, если
ни при каких различных x и y не может иметь место равенство ϕ(x) = ϕ(y).
Следовательно, при монотонном изменении x функция ϕ(x) тоже меняется
монотонно, и при всех x имеем ϕ′(x) > 0 или ϕ′(x) 6 0.

Рассмотрим отображение, для которого ϕ′(x) > 0 для любого x [56].
В качестве примера возьмем функцию, представленную на рис. 2.110. Отоб-
ражение с такой функцией ϕ(x) имеет неподвижные точки x∗1, x

∗
2, x
∗
3. Легко

видеть, что x∗2 — неустойчивая, а x∗1 и x∗3 — устойчивые точки, причем
всякая начальная точка x0 при последовательном применении отображения
стремится либо к x∗1, если x0 ∈ (−∞, x∗2), либо к x∗3, если x0 ∈ (x∗2,∞).
Следовательно, вся прямая xn разбивается неустойчивой неподвижной точ-
кой x∗2 на области притяжения устойчивых точек x∗1 и x∗2 (рис. 2.110).

Для взаимно-однозначного отображения общего вида, для которо-
го ϕ′(x) > 0, также имеет место разбиение всей прямой xn на области
притяжения устойчивых неподвижных точек. Обозначим как

. . . < x∗k+1 < x∗k < x∗k−1 < . . . < x∗1 < . . . (2.205)

cовокупность неподвижных точек отображения ϕ(x). Легко видеть, что в це-
почке (2.205) устойчивые и неустойчивые точки чередуются. Поэтому для
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Рис. 2.110. Пример взаимно-однозначного отображения ϕ(x), для которого
ϕ′(x)

�

0

каждой устойчивой точки x∗i интервал (x∗i−1, x
∗
i+1) будет ее областью при-

тяжения.
Отметим особый случай, когда график функции ϕ(x) касается биссек-

трисы xn+1 = xn. Такая ситуация соответствует бифуркации (см. раздел 28)
отображения. В результате бифуркации происходит перестройка качествен-
ной картины движения. Так, случай, изображенный на рис. 2.111, отвечает
слиянию и исчезновению устойчивой и неустойчивой неподвижных точек
отображения, если переход осуществляется от кривой 1 к кривой 3. При пе-
реходе от 3 к 1, наоборот, происходит возникновение (рождение) двух новых
неподвижных точек. Если рассматривать отображение (2.201) как некото-
рое отображение Пуанкаре для системы дифференциальных уравнений, то
рассмотренному бифуркационному случаю соответствует рождение или ис-
чезновение в фазовом пространстве системы пары предельных циклов —
устойчивого и неустойчивого.

Теперь рассмотрим взаимно-однозначное отображение, для которо-
го ϕ′(x) 6 0 [56]. Здесь имеется единственная неподвижная точка x∗,
которая в зависимости от вида функции ϕ может быть устойчивой или
неустойчивой. Чтобы исследовать такое отображение, заметим, что функ-
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Рис. 2.111. Рождение (исчезновение) па-
ры неподвижных точек: устойчивой β
и неустойчивой α

Рис. 2.112. Устойчивый (1) и неустойчи-
вый (2) циклы и устойчивая неподвижная
точка x∗ отображения с ϕ′(x)

�

0 [56]

ция ϕ(ϕ(x)) = ϕ2 является отображением уже рассмотренного выше типа
с (ϕ2)′ > 0. Действительно, отображение ϕ2 можно записать в виде [56]

xn+2 = ϕ(ϕ(xn)) = F (xn), (2.206)

отсюда

F ′(x) =
(dϕ
dx

)∣∣∣∣
ϕ(x)

(dϕ
dx

)∣∣∣∣
x

> 0. (2.207)

Но, как известно, всякой неподвижной точке x∗i , отличной от x∗ отображе-
ния F (xn) = ϕ2(xn), соответствует двукратный цикл отображения ϕ, т. е.
две двукратные неподвижные точки x∗i и x∗∗i , x∗∗i = ϕ(x∗i ). Следовательно,
вся прямая xn разбивается на область притяжения неподвижной точки x∗

(если x∗ является устойчивой) и область притяжения двукратных циклов —
устойчивого и неустойчивого (рис. 2.112).

Для взаимно-однозначного отображения с ϕ′(x) 6 0 возможны два ти-
па бифуркаций: смена устойчивости неподвижной точки, при которой про-
исходит рождение или исчезновение двукратного цикла (рис. 2.113а, б),
и рождение (исчезновение) двукратных циклов (рис. 2.114а, б).
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Рис. 2.113. Бифуркация потери устойчивости неподвижной точки x∗ отображения
(a) и рождение двукратного цикла (б) [56]

Рис. 2.114. Рождение (исчезновение) двукратных циклов отображения [56]

24.2.2 Не взаимно-однозначные отображения

Остановимся теперь на рассмотрении более сложных однозначных,
но не взаимно-однозначных отображений (рис. 2.115). Характерной осо-
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бенностью таких отображений является возможность появления очень
сложной динамики — апериодических последовательностей x0, x1, x2, . . .
(рис. 2.115), когда при некоторых начальных условиях отображение не об-
ладает никакими устойчивыми неподвижными точками любой кратности.
Это следует из того факта, что если мы попытаемся восстановить последо-
вательность точек в обратном направлении, то, поскольку обратное отобра-
жение ϕ−1 неоднозначно (например, двузначно, как на рис. 2.115), всякий
раз возникает вопрос, какую из ветвей отображения ϕ выбрать.

Рис. 2.115. Пример однозначного, но не
взаимно-однозначного отображения

Рис. 2.116. Квадратичное отобра-
жение (2.209)

Приведем формальные рассуждения, показывающие, что немонотон-
ные отображения могут иметь бесчисленное множество различных кратных
неподвижных точек [56].

Предположим, что обратное отображение ϕ−1 имеет p ветвей, т. е.
состоит из совокупности p взаимно-однозначных отображений ϕ−1

i , i =

= 1, 2, . . . , p. Тогда ϕ−1
i можно записать в виде xn = gi(xn+1), i =

= 1, 2, . . . , p. Рассмотрим произведение m взаимно-однозначных отобра-
жений

Φ = ϕ−1
im
ϕ−1
im−1

. . . ϕ−1
i2
ϕ−1
i1
, (2.208)

где im — любые целые числа от 1 до p. Это отображение монотонно и имеет
хотя бы одну неподвижную точку x∗i1i2 . . . im . Но эта неподвижная точка
является также неподвижной точкой отображения ϕ−m, а следовательно,
и отображения ϕm. Неподвижной точке ϕm отвечает либо неподвижная
точка отображения ϕ, либо цикл определенного периода. Первый случай
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может иметь место только тогда, когда i1 = i2 = . . . = im. Поскольку
можно взять любое m и произвольно выбрать числа i1, i2, . . . , im от 1 до p
(неподвижные точки различных отображений (2.208) обязательно разные),
значит, немонотонное отображение будет иметь бесчисленное множество
различных кратных неподвижных точек.

Рассмотрим простой пример [56, 197]. Пусть

xn+1 = ϕ (xn, µ) = µxn(1 − xn), (2.209)

где µ = 4. Это отображение представляет собой частный случай так называ-
емого квадратичного отображения (см. ниже) и называется логистическим
отображением. Его график представлен на рис. 2.116. Логистическое отоб-
ражение преобразует отрезок [0, 1] в себя и, как легко убедиться, имеет
бесконечное множество различных циклов, т. е. различных кратных непо-
движных точек, причем все эти точки неустойчивы. В самом деле, из (2.209)
имеем dxn+1/dxn = −8(x−1/2), откуда dxn+1/dxn 6 1 при |x−1/2| 6 1/8
и |dxn+1/dxn| > 1 при |x − 1/2| > 1/8; m-кратный цикл отображения
(2.209) устойчив или неустойчив, если (см. (2.204)) произведение

|ϕ′(x∗1)||ϕ′(x∗2)| . . . |ϕ′(x∗m)| = F ′m(x∗1), (2.210)

соответственно, меньше или больше единицы. Нетрудно показать [56], что
соотношение (2.210) всегда больше единицы. В силу этого, все неподвиж-
ные точки отображения (2.209) будут неустойчивы. Следовательно, любая
последовательность точек

x1, x2 = ϕ(x1), x3 = ϕ(x2), . . . (2.211)

является неустойчивой. Таким образом, поведение последовательностей,
порождаемых квадратичным отображением (2.209), будет чрезвычайно
сложным.

25. Хаос в одномерных отображениях

Таким образом, из предыдущего материала можно сделать вывод, что
чрезвычайно сложное, нерегулярное поведение одномерных отображений,
которые для удобства мы запишем еще раз как

xn+1 = ϕ(xn, µ), (2.212)

состоит в свойстве приобретать при определенных значениях параметра µ
неустойчивость траекторий. В этом случае последовательности, порожда-
емые преобразованием (2.212) не стремятся с ростом n к неподвижным
точкам или циклам.
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25.1 Растягивающие отображения

Чтобы лучше представить такую нерегулярную динамику, рассмотрим
так называемое преобразование типа палатки (tent map), или треугольное
отображение (рис. 2.117):

xn+1 = ∆(xn) =





2xn, 0 6 x 6 1
2
,

2 (1 − xn) ,
1
2
< x 6 1.

(2.213)

Это отображение топологически эквивалентно логистическому отображе-
нию (2.209) при µ = 4. Иными словами, каждой последовательности, поро-
ждаемой отображением (2.213), отвечает последовательность, порождаемая
отображением (2.209).

Рис. 2.117. Симметричное треугольное отображение (2.213), δxn > δxn+1

Два отображения f и g называются топологически эквивалентными
(сопряженными), если существует такое обратимое преобразование h(x),
что f = h−1 ·g ·h. Для логистического отображения (2.209) функция h(x) =
= (2/π)arcsin

√
x и h−1(x) = sinπx/2. Поскольку 0 6 h−1(x) 6 1/2 на ин-

тервале 0 6 x 6 1/2, а 1/2 < h−1(x) 6 1, если 1/2 < x 6 1, то в первом

случае h−1 · ∆ · h = sin2 (2arcsin
√
x) =

(
2
√
x
√

1 − x
)2

= ϕ(x). Во втором
случае h−1 · ∆ · h = sin2 [2 (π/2− arcsin

√
x)] = sin2 (2arcsin

√
x) = ϕ(x).

Таким образом, для исследования свойств отображения (2.209) доста-
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точно рассмотреть более простое преобразование (2.213). Легко видеть, что
оно удовлетворяет условию ∣∣∣∣

d∆
dx

∣∣∣∣ > 1, (2.214)

т. е. растягивает интервалы (рис. 2.117). Следовательно, близкие точки под
действием отображения расходятся. Отображения, удовлетворяющие усло-
вию (2.214) во всем диапазоне изменения переменной x, называются рас-
тягивающими.

Чтобы убедиться в том, что динамика растягивающего отображения
хаотична, вычислим его показатель Ляпунова. Мы уже знаем, что показа-
тель Ляпунова определяет среднюю скорость разбегания близких траекто-
рий (см. §21). Поэтому для некоторогоN найдем:

∣∣ϕN (x0 + ε) − ϕN (x0)
∣∣ '

' εeNλ(x0). Таким образом,

λ(x0) = lim
N→∞

lim
ε→0

1
N

ln

∣∣∣∣∣
ϕN (x0 + ε) − ϕN (x0)

ε

∣∣∣∣∣ = lim
N→∞

1
N

ln

∣∣∣∣∣
dϕN (x0)

dx0

∣∣∣∣∣ .

Поскольку

dϕ2(x)

dx

∣∣∣∣∣
x0

= d
dx
ϕ(ϕ(x))

∣∣∣∣
x0

= ϕ′(ϕ(x0))ϕ
′(x0) = ϕ′(x1)ϕ

′(x0),

x1 = ϕ(x0).

Поэтому

λ(x0) = lim
N→∞

1
N

ln

∣∣∣∣∣
dϕN (x0)

dx0

∣∣∣∣∣ = lim
N→∞

1
N

ln

∣∣∣∣∣

N−1∏

i=0

ϕ′(xi)

∣∣∣∣∣ .

Следовательно, показатель Ляпунова можно определить как

λ = lim
N→∞

1
N

∑

i

ln |ϕ′(xi)| . (2.215)

Для простоты предположим, что растягивающее отображение задается
в виде

δxn+1 = {γδxn} , 0 < x < 1, (2.216)

где δx = x − x′, γ > 1 — параметр, а выражение в скобках {·} означает
дробную часть аргумента. Тогда можно записать, что δxn+1 = γδxn =
= γ2δxn−1 = γ3δxn−2 = . . . = γnδx1 = en lnγδx1. Отсюда, используя
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(2.215) и (2.216), находим: λ = ln γ, что указывает на хаотичность преобра-
зования (2.216).

В общем случае, если значения переменной x ограничены некоторым
конечным интервалом, то динамика растягивающих отображений оказыва-
ется во многом аналогичной поведению систем с перемешиванием.

Отметим один интересный факт: для логистического отображения
(2.209) можно найти точное решение итерационного процесса:

xn = sin2 (2ny0) , (2.217)

где y0 ∈ [0, 1]. Действительно, из (2.209) получаем:

xn+1 = 4 sin2 (2ny0)
[
1 − sin2 (2ny0)

]
=

= 4 sin2 (2ny0) cos2 (2ny0) = sin2
(
2n+1y0

)
.

Значит, простое аналитическое выражение (2.217) может порождать хаоти-
ческие последовательности чисел!

25.2 Порядок Шарковского

Существуют строгие результаты, используя которые можно опреде-
лить, в каких случаях одномерные отображения будут иметь сложную нере-
гулярную динамику. Один широко известных таких результатов — теорема
Шарковского о сосуществовании циклов [196, 197, 426], смысл которой за-
ключается в следующем.

Установим сначала определенные соотношения между различными
циклами одного и того же отображения. Будем говорить, что между це-
лыми числами m и k существует отношение порядка m . k, если из суще-
ствования цикла pm периода m следует, что у этого же отображения есть
и цикл pk периода k. Как установлено в работе [196], циклы отображения
можно упорядочить следующим образом:

1 / 21 / 22 / 23 / · · · / 2n / · · · / 2m · 7 / 2m · 5 / 2m · 3 / · · ·
· · · / 23 · 7 / 23 · 5 / 23 · 3 / · · · / 22 · 7 / 22 · 5 / 22 · 3 / · · ·
· · · / 2 · 7 / 2 · 5 / 2 · 3 / · · · / 7 / 5 / 3.

(2.218)

Это означает, что если непрерывное отображение имеет цикл периода m,
то оно имеет также и циклы периода k / m. Отметим, что обратное утвер-
ждение неверно: для всякого m существует отображение, имеющее цикл
периода m и не имеющее циклов периода k при m / k.
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Первое отношение в ряду (2.218) означает, что если существует цикл p2

периода два, то значит есть и цикл p1 (неподвижная точка). Это очень легко
проверить. В самом деле, из существования цикла p2 вытекает, что найдутся
такие значения x1 и x2, что x1 = ϕ(x2), x2 = ϕ(x1), x2 > x1. Рассмотрим
функцию g(x) = x − ϕ(x) в точках x1 и x2: g(x1) = x1 − ϕ(x1) = x1 −
−x2 < 0, g(x2) = x2−x1 > 0. Но так как функции g(x) и ϕ(x) непрерывны,
то существует точка x∗, в которой g(x∗) = 0, а значит, ϕ(x∗) = x∗.

Из отношения порядка (2.218) вытекает, что цикл периода три является
самым сложным. В работе [392] независимо было показано, что если отоб-
ражение имеет цикл периода три, то это отображение имеет циклы всех
(в том числе и сколь угодно больших) периодов и несчетное множество
непериодических траекторий. По этой причине данная работа была названа
«Период три рождает хаос».

Таким образом, если известно, что непрерывное отображение име-
ет pm-цикл, то оно имеет также и такие циклы, периоды которых соот-
ветствуют всем числам, стоящим в соотношении (2.218) слева от m. Те-
орема А. Н. Шарковского о существовании циклов была одним из первых
результатов, указывающих на существование сложного, непериодического
поведения одномерных отображений.

25.3 Унимодальные отображения

Другой результат позволяет в явном виде найти условия, при выполне-
нии которых в одномерных отображениях возникает хаос. Он известен как
теорема Огнева – Мисюревича [161, 180, 426, 430].

Введем несколько дополнительных определений. Допустим, что функ-
ция ϕ(x) имеет единственный максимум или минимум xc. Тогда, очевид-
но, ϕ′ (xc) = 0. Такие точки называются критическими точками отобра-
жения (2.212). Если в дополнение этому функция ϕ: (а) непрерывна; (б)
монотонна слева и справа от критической точки, т. е. монотонно возраста-
ющая (убывающая) слева от xc и монотонно убывающая (возрастающая)
справа от xc, когда xc — максимум (минимум), то отображение называется
унимодальным.

Кроме унимодальности, важным понятием является так называемая
производная Шварца, или шварциан:

Sϕ ≡ ϕ′′′

ϕ′
− 3

2

(
ϕ′′

ϕ′

)2

. (2.219)

Основной результат, касающийся хаотического поведения унимодальных
отображений с отрицательным шварцианом (2.219) сводится к следующе-
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му [180, 197]. Если критическая точка за конечное число шагов попадает
в неустойчивый цикл или неустойчивую неподвижную точку, то отображе-
ние хаотично, т. е. порождает непериодические, чрезвычайно сложные по-
следовательности. Кроме того, если унимодальное отображение с хаотиче-
ским поведением имеет отрицательную производную Шварца, то оно не мо-
жет иметь устойчивых циклов. Можно наложить и более слабые условия на
траекторию критической точки xc. Например, в некоторых случаях доста-
точно потребовать, чтобы она проходила в некоторой окрестности xc [430].
Отображения, удовлетворяющие этому свойству, называют отображениями
Мисюревича.

Рис. 2.118. Логистическое отображение при µ = 3, 678 . . .

Рассмотрим в качестве примера логистическое отображение (2.209).
Оно унимодально и на всем интервале [0, 1] имеет отрицательную про-
изводную Шварца, поскольку ϕ′′′ = 0. При µ = 3, 678 . . . критическая
точка xc = 1/2 этого отображения за три шага попадает в неустойчивую
неподвижную точку x∗ = 1 − 1/µ (см. рис. 2.118). Значит последователь-
ности, порождаемые преобразованием (2.209) при данном значении пара-
метра, будут иметь хаотические свойства. В этом случае интервал I =
=
[
ϕ2 (1/2) , ϕ (1/2)

]
' [0, 27; 0, 92] является аттрактором отображения.

Иными словами, для любого I ′ ⊂ (0; 1) найдется такое m, что ϕmI ′ ⊂ I .
На данном интервале I логистическое отображение с µ = 3, 678 . . .

обладает всеми теми свойствами, которые оно имеет при µ = 4 на отрез-
ке [0; 1], т. е. его поведение во многом аналогично динамике системы с пе-
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ремешиванием. Это нетрудно понять, если заметить, что на I отображение
(2.209) при µ = 3, 678 . . . сопряжено с кусочно-линейным преобразованием
(рис. 2.119):

xn+1 = g(x) =






2
3
(1 + x), x 6 1

2
,

2(1− x), x > 1
2
.

(2.220)

Рис. 2.119. Отображение (2.220) Рис. 2.120. Логистическое отображе-
ние при µ = 3, 593 . . .

Легко найти другие значения параметра µ, при которых орбита кри-
тической точки логистического отображения переходит в неподвижную
точку или неустойчивый цикл. Например, при µ = 3, 593 . . . траекто-
рия xc = 1/2 за четыре итерации попадает на неустойчивый цикл пери-
ода два (рис. 2.120). Этот цикл образуют точки x2 = ϕ(x1), x1 = ϕ(x2),

x1,2 =
(
µ+ 1 ±

√
µ2 − 2µ− 3

)
/2µ, которые определяются из соотноше-

ния ϕ2(x) = x.
Описанное свойство унимодальных отображений позволяет легко стро-

ить преобразования, обладающие хаотической динамикой и не имеющие
устойчивых точек и циклов. Для этого достаточно проследить, чтобы одна
из итераций критической точки попала в неустойчивую неподвижную точку
или цикл.

Вернемся к общей ситуации. Если вблизи единственного экстремума xc
производная ϕ′ = 0, но ϕ′′ 6= 0, то отображение будет локально квадратич-
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ным. Его разложение в ряд Тейлора около xc приводит к квадратичному
отображению общего вида:

xn+1 = ax2
n + bxn + c. (2.221)

Если совершить линейное преобразование, то это отображение можно за-
писать как

xn+1 = 2x2
n + 2d · xn.

Теперь, производя замену x = −(µ/2)y, d = µ/2, получим логистическое
отображение yn+1 = µyn(1 − yn), частные случаи которого мы уже рас-
смотрели.

Глубокий анализ логистического отображения показал, что при изме-
нении параметра µ ∈ (0, 4] оно демонстрирует ряд интересных свойств
[187,302,303,337,426]. Более того, эти свойства не связаны только со свое-
образием логистического отображения. Оказывается, при некоторых огра-
ничениях переход к хаосу, присущий логистическому отображению, встре-
чается во всех одномерных отображениях, где после соответствующего мас-
штабирования функция ϕ(x) в интервале [0, 1] имеет единственный макси-
мум. Это свойство получило название явление универсальности Фейгенбау-
ма, которое мы подробно рассмотрим в следующем параграфе.

26. Универсальность Фейгенбаума

В этом разделе мы познакомимся с одним из самых замечательных
явлений, встречающихся в нелинейной динамике, — бесконечной последо-
вательности удвоений периода при переходе к хаосу. Это явление прису-
ще достаточно широкому классу динамических систем и объясняется при
помощи так называемой ренормализации. В основе идеи ренормализации
лежит естественное представление, что ряд свойств динамических систем
повторяется на разных масштабах (т. е. идея самоподобия). При этом пора-
зительным аспектом ренормализации служат количественные предсказания
момента рождения хаоса.

26.1 Последовательность удвоений периода

Рассмотрим логистическое отображение

xn+1 = ϕ(xn, µ) = µxn(1 − xn), (2.222)
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Рис. 2.121. Логистическое отображение (2.222) при значениях µ, равных: 0 < µ < 1

(а), 1 < µ < 3 (б), 3 < µ

�

1 +
√

6 (в), µ = 4 (г)

Будем постепенно увеличивать параметр µ в интервале от 0 до 4 и следить за
изменениями динамики этого отображения. Тогда на отрезке [0, 1], который
отображение (2.222) преобразует в себя, получим следующую картину.

а) 0 < µ 6 1. В этом случае квадратичное отображение имеет един-
ственную неподвижную точку x = 0, которая является устойчивой
(рис. 2.121а).

б) 1 < µ 6 3. При µ > 1 неподвижная точка x = 0 теряет устой-
чивость, поскольку теперь ϕ′(0) > 1, и на отрезке [0, 1] появляется еще
одна неподвижная точка x1 = 1 − 1/µ. Ее мультипликатор равен α(x1) =
= ϕ′(x1) = 2−µ, и, следовательно, неподвижная точка x1 будет устойчивой
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(притягивающей) (рис. 2.121б). При µ = 3 точка x1 все еще остается при-
тягивающей, хотя |α(x1)| = 1.

в) 3 < µ 6 1 +
√

6. Когда µ > 3, отображение (2.222) претерпевает но-
вую бифуркацию: неподвижная точка x1 становится неустойчивой, и вместо
нее появляется устойчивый двукратный цикл (рис. 2.121в), который обра-
зуют две двукратные неподвижные точки

x
(1),(2)
2 =

µ+ 1 ±
√
µ2 − 2µ− 3

2µ
. (2.223)

Их значения определяются из соотношения ϕ2(x2) = x2, поскольку для

такого отображения точки x(1),(2)
2 являются неподвижными (рис. 2.121в).

г) 1 +
√

6 < µ < µ∞ = 3,5699456 . . . . При переходе параметра µ через
значение 1 +

√
6 ≈ 3,45 происходит следующая бифуркация: двукратный

цикл {x(1)
2 , x

(2)
2 } теряет устойчивость, но при этом появляется притягиваю-

щий четырехкратный цикл. При µ > 3,54 . . . этот цикл становится неустой-
чивым, и его сменяет устойчивый цикл периода 8, и т. д. Последовательные
бифуркации удвоения периодов притягивающего цикла отображения (2.222)
происходят до значения µ = µ∞, при котором притягивающий цикл дости-
гает бесконечно большого периода, а циклы периодов 2m, m = 1, 2 . . . ,
будут отталкивающими. Циклов других периодов квадратичное отображе-
ние (2.222) в этом случае не имеет.

д) При µ∞ < µ 6 4 отображение имеет циклы с любым периодом, в том
числе и апериодические траектории. Такие траектории при последователь-
ных итерациях будут нерегулярным, хаотическим образом блуждать внутри
единичного квадрата (рис. 2.121г).

Таким образом, при µ < µ∞ отображение (2.222) имеет единственный
устойчивый цикл периода 2m, m = m(µ), который, кроме множества меры
нуль, притягивает все точки из отрезка [0, 1]. Когда µ > µ∞, динамика
отображения (2.222) становится более сложной. В этом случае существуют
апериодические траектории, не притягивающиеся к циклам.

Описанную качественную перестройку динамики отображения (2.222)
при изменении параметра µ удобно представить с помощью так называемой
бифуркационной диаграммы (рис. 2.122): по вертикальной оси откладыва-
ются точки последовательностей, образующие устойчивый цикл периода
2m, который появляется при µ = µm из цикла периода 2m−1, а по горизон-
тальной — значения µ.

Последовательность значений µm, при которых наблюдаются удвоения
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Рис. 2.122. Бифуркационная диаграмма логистического отображения (2.222)

периода, удовлетворяет простому закону

lim
m→∞

µm − µm−1

µm+1 − µm
= δ = 4, 66920160910299 . . . . (2.224)

Введем расстояния d1, d2, . . . , dm, . . . между линией x = 1/2 и ближайшим
к ней элементом цикла периода 2m (рис. 2.122). Тогда оказывается, что
отношение dm/dm+1 при m→ ∞ имеет предел

lim
m→∞

dm
dm+1

= −α = 2, 50290787509589 . . . , (2.225)

где знак минус означает изменение ориентации (отсчета).
Числа δ и α называются универсальными постоянными Фейгенбаума.

Постоянная δ характеризует скорость сходимости последовательности µm,
m = 1, 2, 3, . . . к предельному значению µ∞ = 3, 5699456 . . ., а число α —
изменение масштаба при последовательных бифуркациях. Иначе говоря,
при увеличении в α раз очередная бифуркация вблизи xc = 1/2 будет
выглядеть точно так же, как и предыдущая.

Отметим, что последовательности удвоения периода наблюдаются
только в таких дифференцируемых отображениях с единственным макси-
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мумом, аппроксимируемым квадратичной функцией, которые имеют отри-
цательную производную Шварца (2.219). А поскольку для появления фей-
генбаумовского перехода к хаосу достаточно, чтобы в сечении Пуанкаре
система была близка к такому отображению, последовательности удвоения
оказываются присущи самым разнообразным нелинейным системам. Более
того, от вида конкретной системы не зависят и значения пределов (2.224),
(2.225).

26.2 Элементы теории ренормализации

Объяснение явления универсальности Фейгенбаума дает теория ренор-
мализации [187,302,303].Остановимся на простейших деталях этой теории,
следуя работам [187] и [357].

Отметим сначала важные свойства отображения (2.222). k–й эле-
мент последовательности, порождаемый этим отображением, равен xk =
= ϕ(ϕ(. . . ϕ(x0)))︸ ︷︷ ︸

k раз

≡ ϕk(x0). Поэтому ϕk(ϕm(x)) = ϕm(ϕk(x)) =

= ϕk+m(x). Построим графики логистической функции ϕ(µ, x) (2.222)
и ϕ2(µ, x) при таком µ = µ1 (рис. 2.123а, б), чтобы критическая точка xc =
= 1/2 была неподвижной точкой отображения ϕ2 (рис. 2.123б) и одной из
точек, формирующих устойчивый цикл периода 2 исходного отображения
ϕ (рис. 2.123а). Такой цикл называется суперустойчивым (или сверхустой-
чивым); для него первое из условий (2.204) обращается в нуль.

Далее, повторим конструкцию (см. рис. 2.123 в, г) и представим графи-
чески функции ϕ2(µ, x) и ϕ4(µ, x) при таких значениях параметра µ = µ2,
чтобы неподвижная точка xc = 1/2 для ϕ4 была элементом цикла периода 2
отображения ϕ2. Этот цикл также будет суперустойчивым.

Теперь сравним график функции ϕ2, заключенный в квадрат, обозна-
ченный штрихом на рис. 2.123в, с графиком всей функции ϕ (рис. 2.123а).
Хорошо видно, что при соответствующем изменении масштаба и отраже-
ния от горизонтальной оси они практически совпадают (рис. 2.124). Если
сравнивать графики функций при бо́льших значениях параметра µ, но так-
же соответствующих суперустойчивым циклам отображений, задаваемых
функциями ϕ2k

, то можно заметить, что после масштабного преобразова-
ния описанные кривые для ϕ2m

и ϕ2m+1

сходятся к одному пределу. Это
означает, что величина изменения масштаба от преобразования к преобра-
зованию также сойдется к одному предельному значению. Следовательно,
должна существовать определенная универсальная функция g(x), которая
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Рис. 2.123. Суперустойчивые циклы отображений ϕ(µ, x)|µ=µ1 и ϕ2(µ, x)|µ=µ2 (а,
в) и формирующие их неподвижные точки (б, г)

после одной итерации и масштабирования с коэффициентом α не изменя-
ется. Найдем эту функцию.

Из условия существования сверхустойчивого цикла периода 2m следу-
ет, что значения dm (см. рис. 2.122) в точности равны расстоянию между
его элементами:

dm = ϕ2m−1

(
µm,

1
2

)
− 1

2
.

Для удобства сделаем преобразование координат x = 1/2 → x = 0. Тогда

dm = ϕ2m−1

(µm, 0) .

Теперь, используя соотношение (2.225), найдем:

dm = (−α)mdm+1.

Следовательно, существует предел lim
m→∞

(−α)mϕ2m

(µm+1, 0). Далее, из

рис. 2.124 следует, что этот предел — есть значение преобразованной в
(−α)m раз функции ϕ2m

в точке x = 0. Значит можно записать, что

g1(x) = lim
m→∞

(−α)mϕ2m

(
µm+1,

x
(−α)m

)
. (2.226)
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Рис. 2.124. Исходная функция ϕ(µ1, x) (сплошная линия) и часть графика ϕ2(µ1, x),
заключенная в квадрат на рис. 2.123в, после масштабирования (штриховая линия)

Так как с ростом итераций в данном соотношении фигурирует все мень-
шая и меньшая окрестность максимума xc, то функция g1(x) будет одной и
той же для любых ϕ, имеющих квадратичный максимум. Поэтому g1 явля-
ется универсальным пределом. На рис. 2.123а показана аппроксимация g1

при m = 0. На рис. 2.123в (в квадрате, обозначенном штриховой линией)
построено более точное приближение g1.

Если рассмотреть вторую итерацию, g2
1, функции (2.226), то, очевид-

но, она тоже будет универсальной. Аппроксимацию этой функции можно
видеть на рис. 2.123г. После ее масштабирования получим:

g0(x) ≡ (−α)g2
1

(
−x
α

)
.

Следовательно, из (2.226) имеем:

g0(x) = lim
m→∞

(−α)mϕ2m

(
µm,

x
(−α)m

)
,

что определяет положение элементов цикла вблизи экстремума.
Таким образом, можно ввести семейство gk универсальных функций:

gk(x) = lim
m→∞

(−α)mϕ2m

(
µm+k,

x
(−α)m

)
. (2.227)

Смысл этого соотношения состоит в том, что по каждой из этих функций gk,
k = 0, 1, . . ., можно определить положение 2k элементов цикла на каждый
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экстремум. Как следует из рис. 2.123, с увеличением итераций рост этих
экстремумов замедляется. Поэтому должен существовать предел

g(x) = lim
k→∞

gk(x). (2.228)

Тогда, используя соотношение (2.227), найдем:

g(x) = lim
m→∞

(−α)mϕ2m

(
µ∞,

x
(−α)m

)
.

Далее, поскольку

gk−1(x) = lim
m→∞

(−α)mϕ2m

(
µm+k−1,

x
(−α)m

)
=

= lim
m→∞

(−α)(−α)m−1ϕ2m−1+1

(
µm−1+k,− 1

α

x

(−α)m−1

)
=

= lim
j→∞

(−α)(−α)jϕ2j

(
µj+k,

1

(−α)j
(−α)jϕ2j

(
µj+k,− 1

α

x

(−α)j

))
=

= −αgk
(
gk

(
−x
α

))
,

то все gk оказываются связаны через оператор T :

gk−1(x) = T gk(x) = −αgk
(
gk

(
−x
α

))
, (2.229)

который называется преобразованием удвоения. Следовательно, из условия
существования предела (2.228) вытекает, что функция g оказывается непо-
движной точкой преобразования T : g(x) = T g(x), т. е.

g(x) = −αg
(
g
(
−x
α

))
или − 1

α g(−αx) = g(g(x)). (2.230)

Это соотношение иногда называют уравнением Фейгенбаума– Цветановича.
Нетрудно видеть, что при любом ν величина νg(x/ν) является ре-

шением уравнения (2.230) с тем же значением α. Следовательно, нужно
зафиксировать масштаб. Это можно сделать, положив без потери общно-
сти g(0) = 1. Тогда из (2.230) получим α = −1/g(1).
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Чтобы решение уравнения (2.230) было единственным, необходимо
дополнительно потребовать гладкость универсальной функции g с вполне
определенным максимумом (например допустить, что он квадратичный).
При таких условиях функциональное уравнение (2.230) будет определять
масштабный коэффициент α вместе с функцией g однозначно.

Для решения уравнения (2.230) воспользуемся полиномиальной ап-
проксимацией функции g(x) и ограничимся только простейшим степенным
разложением:

g(x) = 1 − ax2.

Тогда, сохраняя только квадратичные члены, из (2.230) находим:

(1 − a) + 2a2x2 = − 1
α + aαx2.

Устанавливая теперь равенства при одинаковых степенях, получим следу-
ющую систему:

1 − a = − 1
α, 2a2 = aα.

Отсюда a ' 1, 366 и α ' 2, 732. Полученные значения лишь немного отли-
чаются от численных результатов Фейгенбаума:

g(x) = 1 − 1, 52763x2 + 0, 104815x4 − 0, 0267057x6 + . . . ,
α = 2, 50290787 . . . .

Функциональное уравнение (2.230) можно использовать и для нахо-
ждения постоянной δ. Рассмотрим малое возмущение функции g(x):

g∗(x) = g(x) + εh(x).

Тогда

g∗ (g∗(x)) = g∗ (g(x) + εh(x)) = g (g(x) + εh(x)) + εh (g(x) + εh(x)) ≈

≈ g(g(x)) + ε [g′(g(x))h(x) + h(g(x))] .

Следовательно, уравнение на собственные значения функции h(x) будет
следующим:

g′(g(x))h(x) + h(g(x)) = −ρkα h(αx).

Как было показано в работах [269, 302, 303], для случая удвоения периода
существует единственное собственное значение ρk = δ = 4, 6692016. . . .
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После бесконечной последовательности бифуркаций удвоения, т. е.
при µ = µ∞ период цикла становится бесконечным. В этом случае в ло-
гистическом отображении появляется так называемый аттрактор Фейген-
баума, имеющий канторову структуру и размерность dF = 0, 548 . . . . Логи-
стическое отображение с аттрактором Фейгенбаума еще не является хаоти-
ческим. Оно имеет циклы периодов 2m (и все они неустойчивые) и не имеет
циклов других периодов.

При µ > µ∞ в логистическом отображении будут рождаться все новые
и новые циклы, в том числе с периодами, отличными от 2m. Более того,
в этом случае оно при определенных значениях параметра µ проявляет хао-
тические свойства. Однако в интервале µ∞ < µ < 4 хаотическое поведение
перемежается с окнами периодичности, где динамика регулярна. Например,
при µ ' 3, 74 в логистическом отображении наблюдается устойчивый цикл
периода пять, а при µ = 1+

√
8 ' 3, 83 — цикл периода три (см. рис. 2.122).

Следовательно, согласно теореме Шарковского, данное отображение имеет
циклы любых периодов.

26.3 Универсальный спектр

При экспериментальных исследованиях и численном анализе очень
часто используется спектральная плотность (см. §21). Это очень удобный
критерий, позволяющий легко установить характер динамики изучаемой
системы.

С рождением цикла основного периода в спектре присутствует только
основная частота и ее гармоники. После удвоения периода появляется новая
спектральная компонента и ее субгармоники. Затем, при дальнейших удво-
ениях периода, точно посередине интервала между появившимися ранее
компонентами возникают все новые и новые составляющие. С достижени-
ями предельного значения µ∞ в спектре будут наблюдаться гармоники всех
уровней.

В работах [304, 305] были получены универсальные закономерности
появления гармоник, отвечающих очередной бифуркации удвоения. Это
позволило количественно сравнивать экспериментально получаемые спек-
тральные плотности с предсказанными теорией. Опишем здесь основные
элементы этого анализа, следуя [104, 304].

Для упрощения перепишем отображение (2.222) как

xn+1 = 1 − µx2
n. (2.231)

Нетрудно видеть, что обе формы записи сводятся друг к другу заменой пе-
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ременной x → x− 1/2

µ/4 − 1/2
и параметра µ → µ

(
µ

4
− 1

2

)
. Пусть xn и x′n —

значения переменной, отвечающей циклам периодов 2m и 2m+1, соответ-
ственно.

Спектр цикла периода 2m ≡ N можно выразить через Фурье-
компоненты Xl:

xn =
N−1∑

l=0

Xl exp

(
2πinl
N

)
, Xl = 1

N

N−1∑

n=0

xn exp

(
−2πinl

N

)
.

При этом частоты m-й компоненты задаются как f = l/N , а амплитуды —
соотношением S(f) = |Xl|2 (см. §21).

В результате бифуркации появляется цикл удвоенного периода 2m+1 =
= 2N . Представим его в виде суперпозиции четных и нечетных номеров
динамической переменной. Тогда

X ′l = 1
2N

2N−1∑

l=0

x′n exp

(
−2πinl

2N

)
=

= 1
2N

N−1∑

n=0

x′2n exp

(
−2πinl

N

)
+ 1

2N

N−1∑

n=0

x′2n+1 exp

(
−2πinl

N
− πil

n

)
.

В силу масштабных свойств бифуркации удвоения можно записать
x′2n ' xn/α и

x′2n+1 = 1 − µ∞x
′2
2n ' 1 − µ∞x

2
n

α2
= 1 − 1 − xn+1

α2
,

где предельное значение параметра µ для отображения (2.231) равно µ∞ =
= 1, 401155 . . . . Поэтому

X ′l' 1
2N

N−1∑

n=0

xn
α exp

(
−2πinl

N

)
+ 1

2N

N−1∑

n=0

(
1− 1

α2

)
exp

(
−2πinl

N
−πil
N

)
+

+ 1
2N

N−1∑

n=0

xn+1

α2
exp

(
−2πinl

N
− πil

N

)
.
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Можно показать, что первое слагаемое — это просто
Xl

2α
. Вторая сумма

дает вклад только при l = 0 и l = N . Последнее, третье, слагаемое при 0 <

< l < N равно
Xl

2α2
exp

(
πil
N

)
. Следовательно,

X ′l = Xl
α−1 + α−2 exp (πil/N)

2
, X ′l+N = Xl

α−1 − α−2 exp (πil/N)

2
.

Пользуясь этими соотношениями, можно найти S ′(f/2) как функцию S(f).
В пределе бесконечно большого периода штрих можно опустить, что окон-
чательно дает [104]:

S

(
f

2

)
=

(
1 + α2

4α4
+ 1

2α3
cosπf

)
S(f),

S

(
1
2

+
f

2

)
=

(
1 + α2

4α4
− 1

2α3
cosπf

)
S(f).

Таким образом, интенсивность новых спектральных субгармоник, по-
являющихся в результате бифуркации удвоения, всегда в среднем уменьша-
ется на фактор (1 + α2)/4α4 и не зависит от номера бифуркации.

Если в системе имеется внешний шум, то для того, чтобы следую-
щая бифуркация удвоения была наблюдаема, его дисперсия должна быть
в 6,619. . . раз меньше, чем амплитуда субгармоник [278, 294, 306].

В заключение отметим несколько свойств бифуркаций удвоения.
Допустим, что в динамической системе произошла m-я бифуркация

удвоения периода предельного цикла. Тогда вероятность появления (m +
+ 1)-й бифуркации после возникновения m-й больше, чем вероятность по-
явления m-й бифуркации после (m− 1)-й для любого m > 1.

Последовательности бифуркаций удвоения периода наблюдаются не
только в диссипативных системах. Аналогичный сценарий существует и для
гамильтоновых систем и отображений [267, 334], для которых при движе-
нии характерно сохранение фазового объема. В этом случае универсальные
постоянные равны α = 4, 018077 . . . и δ = 8, 72108 . . . .

27. Отображения комплексной плоскости. Красота
фракталов

Таким образом, одномерное квадратичное преобразование (2.221) и его
частный случай — логистическое отображение, — играют важную роль в ре-
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шении проблемы выявления причин рождения хаоса. И хотя такие системы
демонстрируют весьма обширный спектр поведения, достаточно большое
множество процессов ими не описывается. Более широкое представление
о многообразии происходящих в нелинейных системах и отображениях яв-
лений можно обнаружить, если от действительных переменных перейти
в комплексную область и рассмотреть отображения комплексной плоско-
сти в себя.

Такие отображения вследствие эстетической привлекательности рожда-
ющихся множеств в последнее время приобрели большую популярность.
Более того, их анализ выявляет новые свойства фракталов и хаоса и дает
наглядное представление о бесконечной геометрической сложности нели-
нейных систем (см., например, рис. 2.130–2.132 и цветные иллюстрации).
При этом естественным образом проявляется еще одна особенность: грани-
цы областей притяжения аттракторов оказываются фрактальными.

Как мы видели в §22, в случае обыкновенных дифференциальных урав-
нений (или отображений) странные аттракторы обладают свойством само-
подобия. Но такое свойство могут иметь также области притяжения про-
стых аттракторов в пространстве начальных условий. Если аттрактор —
стационарная (неподвижная) точка, то его областью притяжения будет об-
ласть, имеющая гладкую границу. Однако для некоторых систем форма
границы фрактальна. Наглядный пример такого явления как раз и демон-
стрируют отображения, заданные на комплексной плоскости.

Первые исследования в этом направлении были проведены Гастоном
Жюлиа и Пьером Фату [301, 372]. Однако эти классические работы оста-
вались незамеченными, поскольку в отсутствие компьютеров невозможно
было передать всю красоту получаемых результатов. Положение коренным
образом изменилось, когда в 70–х годах XX века была установлена связь
отображений с фрактальными множествами (см. [147, 163, 287]).

В настоящем параграфе мы представим некоторые результаты, полу-
ченные в этой области, и дадим наглядное описание рождающихся мно-
жеств.

27.1 Множество Жюлиа

Рассмотрим множество всех комплексных чисел z = x + iy. Гово-
рят, что последовательность {zn}∞n=1 таких чисел стремится к бесконечно-
сти, lim

n→∞
zn = ∞, если для любого заданного R существует такое N > 0,

что для всех n > N выполняется |zn| > R. Это означает, что, начиная
с достаточно большого n, все точки zn лежат вне круга радиуса R.
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Введем на множестве комплексных чисел некоторое отображение. То-
гда можно записать, что

zn+1 = f(zn, c), (2.232)

где f — определенная функция, а c = a+ib символизирует совокупность па-
раметров. Легко видеть, что если в этом преобразовании разделить действи-
тельную и мнимую части, то получится двумерное вещественное отображе-
ние. Однако благодаря особым свойствам комплексных чисел соотношение
(2.232) приводит к чрезвычайно большому разнообразию рождающихся при
итерациях множеств.

Если начать итерировать отображение (2.232), то, вне зависимости
от конкретного вида функции f , значения zn будут либо оставаться в огра-
ниченной области, стремясь к аттрактору, либо уходить на бесконечность.
Эти области будут разделены границей, которая называется множеством
Жюлиа. Следовательно, множество Жюлиа можно определить как границу
области притяжения бесконечно удаленной точки:

Jc(f) = граница
{
z : lim

n→∞
fn(z) = ∞

}
.

Рассматривая множество начальных условий z0, при которых для заданных
значений параметра c итерации zn остаются ограниченными, получим за-
полненное множество Жюлиа J(f) для функции f . Визуально такие мно-
жества намного более привлекательны. Очевидно, границей заполненных
множеств J (f) и будет множество Жюлиа Jc(f). Дополнение к множеству
Жюлиа называется множеством Фату.

Выбирая функцию f и различные значения параметров, каждый раз бу-
дем получать новое множество Жюлиа. Как показал компьютерный анализ,
множество Жюлиа отличается неожиданной эстетической привлекательно-
стью и поразительным разнообразием, причем даже малейшие изменения
параметров могут привести к существенным метаморфозам в его структуре.

Обычно множество Жюлиа фрактально, т. е. обладает геометрической
инвариантностью, а траектория изображающей точки на этом множестве
хаотична. Именно эти два свойства и создают приятные для восприятия
образы.

Ограничимся далее рассмотрением таких функций f , которые пред-
ставляют собой полином степени k > 2 с комплексными коэффициентами:

f(z) = c0 + c1z + c2z
2 + · · · + ckz

k. (2.233)

Простейшее множество Жюлиа соответствует f(z) = z2. Тогда, посколь-
ку при n → ∞ последовательность fn(z) → ∞ только когда |z| > 1,
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то граничной областью, т. е. множеством Жюлиа, будет единичная окруж-
ность {z : |z| = 1}. Оно, конечно, не является фракталом, однако отображе-
ние, порождаемое функцией f(z) = z2, хаотично на Jc [102].

Наиболее исследованным примером отображения (2.232) с функцией
(2.233) является квадратичное преобразование

zn+1 = fc(zn) = z2
n + c, (2.234)

которое, очевидно, сводится к логистическому (2.222), определенному на
комплексной плоскости. Разделив вещественную и мнимую части, это отоб-
ражение можно записать как

xn+1 = x2
n − y2

n + a,

yn+1 = 2xnyn + b.
(2.235)

Для нашего анализа наиболее важными свойствами множества Жюлиа
являются следующие [163, 154].

1) Траектория произвольной точки p ∈ Jc либо периодическая (т. е. пред-
ставляет собой цикл), либо хаотическая.

2) Множество Jc инвариантно относительно преобразования f .

3) Все неустойчивые циклы расположены в Jc.

4) Если f(z) — рациональная функция, т. е. f(z) = P (z)/Q(z), то при
z̄ ∈ Jc и J∗ = {z ∈ Jc : |z − z̄| < ε, ε > 0} найдется целое n, такое,
что fn(J∗) = Jc.

Если в отображении (2.234) c 6= 0, то множество Жюлиа уже не гладкая
кривая, как при c = 0, но оно будет фракталом. В этом случае изменения
параметра c приводят к большому разнообразию и богатству его форм,
а также к рождению необычных и неожиданно привлекательных картин
(см. ниже). На рис. 2.125 показано множество Жюлиа, которое образовано
границей области притяжения единственной устойчивой неподвижной точ-
ки отображения (2.234) при a = −0, 12375 и b = 0, 56508. Нетрудно видеть,
что основная его особенность — это самоподобие: одна и та же структу-
ра встречается на различных масштабах. Как следует из свойства 4, такую
границу можно целиком восстановить, если использовать ее сколь угодно
малую часть и конечное число итераций функции fc(z).

Опишем изменения Jc в зависимости от значений параметра c в отоб-
ражении (2.234). Сначала рассмотрим перестройки множества Жюлиа, если
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Рис. 2.125. Множество Жюлиа отображения (2.234) при a = −0, 12375 и b =

= 0, 56508

изменять c как действительный параметр, т. е. при b = 0. В этом случае
на оси y = 0 соотношение (2.235) перейдет в обычное квадратичное преоб-
разование

xn+1 = x2
n + a, (2.236)

которое при a = µ/2−µ2/4 и x̄n = 1/2−xn/µ есть логистическое отображе-
ние (2.222). Как показано в разделе 26.1, для логистического отображения
параметр µ = 3 соответствует потере устойчивости неподвижной точки
x̄ = 1− 1/µ = 2/3. Для преобразования (2.236) это отвечает значениям a =
= −3/4, x = −1/2. Следовательно, неподвижная точка (−1/2, 0) исходного
преобразования (2.235) или (2.234) находится на границе области устойчи-
вости, т. е. принадлежит множеству Жюлиа. Проводя дальнейший анализ,
легко прийти к выводу, что точки на оси y = 0 будут подчиняться правилу
Фейгенбаума.

Это элементарное исследование показывает, что при b = 0 множе-
ство Жюлиа должно состоять из бесконечного количества островов, кото-
рые попарно касаются друг друга на оси x (рис. 2.126). При этом понятно,
что множество Жюлиа будет включать неустойчивые неподвижные точки
и циклы всех периодов. Кроме того, оно будет содержать и хаотические
последовательности, не стремящиеся к какому-либо конечному периоду.

Другая предельная ситуация соответствует значению c = i. В этом слу-
чае множество Жюлиа не будет иметь «внутренности», поскольку оно не со-
держит аттракторов, отличных от бесконечно удаленной точки (рис. 2.127).
Таким образом, здесь Jc представляет собой границу области притяжения

27. Отображения комплексной плоскости. Красота фракталов 313

Рис. 2.126. Заполненное множество Жюлиа при
a = −3/4 и b = 0

Рис. 2.127. Дендрит (a = 0, b =
= 1)

единственного аттрактора на бесконечности. Множество такой формы на-
зывается дендрит.

Рис. 2.128. Множество Жюлиа — совокупность
замкнутых деформированных кривых (a = −
−0, 12; b = 0, 74)

Рис. 2.129. Пыль Фату
(a = 0, 3; b = 0)

С множеством Жюлиа могут происходить и более сложные метамор-
фозы. Например, из фрактально деформированной окружности (рис. 2.125)
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оно может превратиться либо в бесконечное число замкнутых деформиро-
ванных кривых (рис. 2.128), либо, подобно множеству Кантора, распасться
на совокупность различных компонент (рис. 2.129).

Рис. 2.130. Заполненное множество Жюлиа при a = −0, 8; b = 0, 15 (слева) и a =

= −0, 11; b = 0, 65 (справа)

Рис. 2.131. Заполненное множество Жюлиа при a = −0, 068; b = −0, 667 и пыль
Фату при a = 0, 019; b = 0, 693

Говорят, что множество является связным, если любые две его точки
могут быть соединены дугой, принадлежащей этому множеству. Множе-
ство вполне несвязно, если все его компоненты — одиночные точки. Таким
образом, в первом случае (рис. 2.128) множество Жюлиа остается связным.
Во втором случае (рис. 2.129) оно словно рассыпается в пыль, и, следо-
вательно, будет вполне несвязным. Такие множества, очевидно, являются

27. Отображения комплексной плоскости. Красота фракталов 315

Рис. 2.132. Пыль Фату: a = −0, 68; b = 0, 312 (слева) и a = −0, 03; b = 0, 875

(справа)

множествами Кантора. Их обычно называют пылью Фату. Пыль Фату все-
гда фрактальна, а итерации на этом множестве хаотичны.

Некоторые наиболее яркие примеры заполненных множеств Жюлиа
показаны на рис. 2.130–2.132.

Нетрудно построить цветные изображения множеств Жюлиа, исполь-
зуя понятие так называемого времени убегания. Пусть R — некоторое доста-
точно большое число. Временем убегания точки z0 /∈ Jc называется первое
значение k, для которого zk, определяемое соотношением (2.234), по моду-
лю превышает R.

Как показано в работе [290], полученные таким образом линии можно
интерпретировать как эквипотенциальные, если соответствующее множе-
ство рассматривать как заряженный проводник. Когда изображающая точка
находится во внутренней области множества Жюлиа, то цвет выбирается
в соответствии с тем, сколько итераций потребуется, чтобы та или иная
точка попала в область, содержащую аттрактор. На цветных иллюстрациях
2.141–2.144 показаны завораживающие результаты такой раскраски.

27.2 Множество Мандельброта

В общем случае, как уже отмечалось, для каждого c на множестве
Жюлиа имеет место чрезвычайная чувствительность к изменениям на-
чальных данных. Поэтому близкие параметры могут порождать множества
Жюлиа абсолютно разных форм. Однако, несмотря на такое большое разно-
образие, существует общее правило, которое позволяет установить форму
множества Жюлиа при каждом значении параметра c и понять, когда оно яв-
ляется связным. Это правило приводит к множеству Мандельброта M [417]
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(рис. 2.133). Множество M удивительным образом появляется во многих за-
дачах, в том числе не связанных с итерациями функции z2 + c. Именно это
обстоятельство делает его столь важным объектом исследования.

Рис. 2.133. Множество Мандельброта для преобразования z2 + c

Множество Мандельброта M — это совокупность таких значений па-
раметра c, для которых соответствующее множество Жюлиа Jc связно.
Из результатов Г. Жюлиа и П. Фату [301, 372] следует, что множество Jc
связно только тогда, когда fnc (0) при n → ∞ остается конечной величи-
ной. Таким образом, можно ввести эквивалентное определение множества
Мандельброта:

M =
{
c : lim

n→∞
fnc (0) 6= ∞

}
. (2.237)

Поясним подробнее смысл введения множества Мандельброта. Прежде
всего, относительно M, как и для последовательности Фейгенбаума, дока-
зано свойство структурной устойчивости, или универсальности (см. [77]).
Это означает, что множество Мандельброта встречается в достаточно об-
щих семействах преобразований комплексной плоскости в себя. Более точ-
но, если семейство алгебраических функций в некоторой области близко́
к преобразованию (2.234), то множество, порождаемое этим семейством,
будет иметь ту же форму, что и M. Следовательно, имея представление
о структуре множества Мандельброта, можно предсказать тип поведения
изучаемой системы и получить представление о соответствующих множе-
ствах Жюлиа.
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Рассмотрим, как форма множества Жюлиа, отвечающая заданному па-
раметру c, связана с множеством Мандельброта. На плоскости (a, b) зна-
чения c могут быть только двух типов: c ∈ M и c /∈ M. При этом соот-
ветствующие множества Жюлиа будут качественно различаться. В первом
случае Jc будет связным (см., например, рис. 2.130), а во втором — рас-
падется на несчетное множество точек (рис. 2.132). Более того, различным
частям множества Мандельброта отвечают определенные закономерности
в структуре множества Jc. Опишем основные из них.

Как следует из рис. 2.133, структура множества Мандельброта доста-
точно сложна. Прежде всего, бросается в глаза основная область, ограни-
ченная определенной замкнутой кривой с острием в точке (0, 25; 0) и верши-
ной в точке (−0, 75; 0). Внутренняя часть этой области отвечает параметру
c, при котором множество Жюлиа имеет одну притягивающую неподвиж-
ную точку. Ее устойчивость определяется соотношением |dfc(z)/dz| < 1.
Следовательно, граница области устойчивости дается выражением |2z| = 1
или z = eiθ/2, 0 6 θ 6 2π. Теперь, используя уравнение существования
неподвижной точки z2 + c = z, находим:

c = 1
2
eiθ − 1

4
e2iθ.

Это соотношение описывает кривую, которая называется кардиоидой. Та-
ким образом, основная область множества Мандельброта представляет со-
бой заполненную кардиоиду. Если значение c выбрать там, то множество
Жюлиа всегда будет фрактальной замкнутой кривой (за исключением слу-
чая a = b = 0), охватывающей область притяжения неподвижной точки
(рис. 2.125).

Кардиоиды касается круг с центром в точке (−1, 0) и радиусом 0, 25.
К этим двум основным элементам множества M примыкает бесчисленное
количество меньших круговых областей. Все они соответствуют устойчи-
вым циклам определенного периода. Если c лежит в одной из таких об-
ластей, то множество Жюлиа будет образовано неограниченным числом
фрактально деформированных окружностей, заключающих точки устойчи-
вого цикла (рис. 2.128).

Области множества Мандельброта, отвечающие существованию устой-
чивых циклов различных периодов, показаны на рис. 2.134.

Если параметр c выбрать в месте касания одного из кругов и кардио-
иды (т. е. на границе M), то множество Жюлиа будет вплотную подходить
к аттрактору (рис. 2.135). Такой случай называется параболическим. Он ха-
рактерен тем, что при малом изменении параметра c множество Jc пре-
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Рис. 2.134. Участки множества Мандельброта, отвечающие существованию устой-
чивых циклов

Рис. 2.135. Множество Жюлиа, соответствующее точке касания кардиоиды и одного
из кругов множества Мандельброта (a = −0, 481762; b = −0, 531657)

Рис. 2.136. Множество Жюлиа, содержащее диск Зигеля
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Рис. 2.137. Сравнение множества Мандельброта для преобразования z2 + c и би-
фуркационной диаграммы отображения x2 + a

вратится либо во фрактальную замкнутую кривую или в неограниченную
совокупность таких кривых, либо рассыплется в пыль Фату.

В других точках границы M (при некоторых дополнительных усло-
виях) множество Жюлиа включает в себя так называемый диск Зиге-
ля [147, 163]. Это множество определяет поведение изображающей точки
внутри множества Жюлиа: сначала она перескакивает из одной области в
другую до тех пор, пока не попадет внутрь диска, содержащего неподвиж-
ную точку. После этого изображающая точка начинает вращаться вокруг
нее (рис. 2.136).

Описанные четыре примера дают представление о всех типичных фор-
мах множества Жюлиа в системе (2.234), охватывающего область, содержа-
щую неподвижные точки или цикл.

На оси a множество Мандельброта описывается отображением (2.236).
Как мы знаем, это отображение заменой переменных сводится к логисти-
ческому (2.222). Для него, в соответствии с универсальностью Фейген-
баума, бифуркации удвоения периода происходят при a = −0, 75; −1, 25;
−1, 3681 . . .; −1, 3940 . . . ; −1, 3996 . . . ; . . . ; −1, 4012 . . . . Здесь последнее
значение соответствует точке накопления a∞. Именно эта последователь-
ность соответствует точкам касания круговых областей (рис. 2.133).
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Рис. 2.138. Увеличенный фрагмент множества Мандельброта. Хорошо видны вто-
ричные множества

Рис. 2.139. Множество Жюлиа для значения параметра c из вторичного множества
Мандельброта: a = 0, 158888889; b = 1, 031818182

Далее, в логистическом отображении есть характерное значение пара-
метра µ ' 3, 83 (см. рис. 2.122), при котором оно обладает устойчивым
циклом периода 3. Соответствующая величина для преобразования (2.236)
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Рис. 2.140. Множество Мандельброта и множества Жюлиа, отвечающие заданному
параметру c ∈ M

— это a = −1, 75. Для множества Мандельброта параметры a = −1, 75; b =
= 0 отвечают существованию маленькой копии большой кардиоиды, центр
которой находится в точке −1, 754877666 . . . . К этой маленькой кардиоиде
примыкает бесконечное семейство кругов, так что вместе они составля-
ют уменьшенную копию всего множества M. При этом окно периодично-
сти при a = −1, 75 в отображении (2.236) отвечает сечению такой копии.
На рис. 2.137 показана связь множества Мандельброта и бифуркаций удво-
ения периода отображения (2.236). Видно, насколько более полная картина
наблюдается при выходе в комплексную плоскость.

Как впервые обнаружил Б. Мандельброт, число компонент множе-
ства M, соответствующих малым копиям исходной кардиоиды, бесконечно
велико. В окрестности каждой из них всегда находится множество примы-
кающих круговых областей. При этом все кардиоиды и сопровождающие
их компании кругов связаны с большой кардиоидой нитями, на которые
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Рис. 2.141. Множество Жюлиа

Рис. 2.142. Множество Жюлиа
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Рис. 2.143. Множество Жюлиа

Рис. 2.144. Множество Жюлиа
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Рис. 2.145. Исходное множество Мандельброта
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Рис. 2.146. Последовательное увеличение фрагмента множества Мандельброта
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Рис. 2.146. Окончание
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Рис. 2.147. Фрагменты множества Мандельброта
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Рис. 2.148. Окрестность одного из вторичных множеств Мандельброта

словно нанизаны другие (еще меньшие) кардиоиды. Такие нити образуют
великолепные узоры (рис. 2.138). Благодаря им множество Мандельброта
связно.

Если взять параметр c в одной из таких копий, то получится множество,
которое является комбинацией дендрита и множества Жюлиа, полученного
выбором c из основной части M (рис. 2.139).

Общая картина соответствия множества Мандельброта множеству
Жюлиа показана на рис. 2.140.

В отличие от множеств Жюлиа, множество Мандельброта в классиче-
ском смысле не обладает свойством самоподобия. Хотя при последователь-
ном увеличении действительно наблюдаются малые копии исходного мно-
жества, это подобие сильно зависит от значений параметров a и b. Более
того, выбрав малые копии множества M, нетрудно заметить, что отноше-
ние их размеров к расстоянию между ними определяется не только местом
их расположения на комплексной плоскости, но и увеличением, с которым
мы их рассматриваем.

Используя понятие времени убегания, как это было сделано при по-
строении цветных иллюстраций Jc, множество Мандельброта M также
можно представить в цвете. Для этого достаточно рассмотреть ту же по-
следовательность zk, но для начальной точки z0 = 0. Таким образом, для
M время убегания зависит только от параметра c. Некоторые эффектные
иллюстрации множества Мандельброта представлены на рис. 2.145–2.148.
Глядя на них, вспоминаются слова Д. Рюэля: «Это область исследования, в
которой будут открыты новые гармонии» [472].
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28. Бифуркации в динамических системах

Как было показано в предыдущих параграфах, динамика диссипатив-
ных систем может быть самой разнообразной. В зависимости от вида ат-
трактора, присутствующего в фазовом пространстве, в системе может ре-
ализоваться либо регулярный режим движения — стационарный, периоди-
ческий или квазипериодический, что соответствует простым аттракторам
(стационарной точке, предельному циклу и инвариантному тору), либо ха-
отический, которому отвечает странный аттрактор. Если динамическая си-
стема зависит от параметра (в качестве параметра может выступать, напри-
мер, температура, число Рейнольдса и т. п.), то при его изменении в общем
случае аттрактор и, соответственно, поведение системы меняются плавно.
Например, при небольшом изменении параметра может немного сдвинуть-
ся устойчивая точка, изменить свою форму и период предельный цикл или
деформироваться инвариантный тор. При переходе параметра через некото-
рое критическое значение аттрактор может претерпеть качественную пере-
стройку, а динамика системы резко измениться. В частности, из предельно-
го цикла может возникнуть инвариантный тор и периодическое движение
сменится квазипериодическим.

Значения параметров, при которых происходит топологическая (или
качественная) перестройка установившихся режимов движения в системе,
называются бифуркационными значениями, а сама перестройка — бифурка-
цией. При непрерывном изменении параметров могут возникать последова-
тельности бифуркаций.

28.1 Бифуркации и кризисы

При бифуркациях аттракторы динамических систем могут не только
усложняться, но и упрощаться. Так, инвариантный тор при соответствую-
щем изменении параметра может «схлопнуться» в предельный цикл. Однако
при переходе параметра через бифуркационное значение может произойти
не только усложнение или упрощение, но и вообще исчезновение аттракто-
ра. В связи с этим бифуркации аттракторов делят на внутренние бифуркации
и кризисы [27, 33].

Предположим, что динамическая система, задаваемая дифференциаль-
ными уравнениями, зависит от некоторого управляющего параметра µ:

ẋ = v(x, µ). (2.238)

Предположим также, что система (2.238) имеет стационарное решение x0.
Естественно, что это решение, вообще говоря, зависит от управляющего па-
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раметра, x0 = x0(µ). Допустим далее, что стационарная точка x0(µ) систе-
мы (2.238) устойчива при µ < µ0 и неустойчива при µ > µ0. Следовательно,
при µ = µ0 реальная часть некоторых собственных значений матрицы ли-
неаризации становится положительной, т. е. пересекает мнимую ось слева
направо (рис. 2.149). Если при этом изменится топологическая структура
разбиения фазового пространства системы на траектории, то точка µ = µ0

будет точкой бифуркации потока x(t) динамической системы (2.238).

Рис. 2.149. Поведение корней λ при бифуркации Андронова – Хопфа: пара комплекс-
но-сопряженных собственных значений переходит в правую полуплоскость

При значениях µ < µ0 поток x(t) в окрестности x0 легко описать, по-
скольку при t→ ∞ все траектории системы из этой окрестности стремятся
к x0. Однако при µ > µ0 это уже не так, и поэтому при переходе через
значение µ0 характер потока может внезапно измениться. В силу того, что
при µ > µ0 стационарная точка x0 является неустойчивой, нас будет инте-
ресовать состояние системы при µ > µ0. Мы рассмотрим только наиболее
часто встречающиеся смены характера движений в системе при переходе
через бифуркационное значение µ = µ0.

Наиболее известным примером бифуркации стационарного состояния
является бифуркация Андронова –Хопфа, когда стационарное решение x0

динамической системы теряет устойчивость в результате того, что па-
ра комплексно-сопряженных собственных значений λ1,2 = ξ ± iω мат-
рицы линеаризации переходит в правую полуплоскость, так что ξ > 0
(рис. 2.149). При этом в системе возбуждаются периодические колебания
с периодом T ≈ 2π/ω и происходит бифуркация рождения из первоначаль-
но устойчивой стационарной точки предельного цикла с радиусом, расту-
щим как

√
|µ− µ0|. Если в этом случае родившийся цикл устойчив, то гово-

рят о мягкой потере устойчивости, или мягком возникновении колебаний
в системе (рис. 2.150), поскольку при малом отклонении параметра µ от би-
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фуркационного значения устанавливающийся колебательный режим мало
отличается от состояния равновесия.

Рис. 2.150. Перестройка фазового портрета системы при мягкой потере устойчиво-
сти

Рис. 2.151. Перестройка фазового портрета системы при жесткой потере устойчи-
вости

Мягкое возникновение колебаний — это внутренняя бифуркация. В ре-
зультате такой бифуркации из аттрактора одного типа (устойчивого фокуса)
появляется аттрактор качественно другого типа (предельный цикл).

Другой часто встречающийся механизм бифуркации потери устойчи-
вости стационарного состояния x0 динамической системы, — это так назы-
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Рис. 2.152. Рождение двумерного тора из теряющего устойчивость предельного цик-
ла

ваемое жесткое возбуждение, когда x0 сливается со стягивающимся к ней
неустойчивым предельным циклом. В этом случае с приближением управ-
ляющего параметра µ к бифуркационному значению µ0 область притяже-
ния U стационарного состояния x0 системы одновременно с размерами
предельного цикла уменьшается до нуля и при µ = µ0 цикл исчезает, сли-
ваясь с x0 и передавая ему свою неустойчивость. При µ > µ0 все фазовые
кривые покидают окрестность точки x0 (рис. 2.151). Отметим, что перед
тем, как аттрактор x0 потеряет устойчивость, его область притяжения U
станет очень малой, так что всегда присутствующие в системе возмущения
выбивают фазовую кривую из этой области немного раньше того момента,
когда U совсем исчезнет. Иными словами, реализуется механизм жесткой
потери устойчивости: при прохождении через µ система скачком перехо-
дит на другой режим движения.

При жесткой потере устойчивости имеет место кризис: в результате
него аттрактор — устойчивая стационарная точка — исчезает.

Еще одна бифуркация, достаточно часто встречающаяся в динамиче-
ских системах, — это слияние узла и седла и обоюдное их исчезновение.
В этом случае также имеет место кризис.

Бифуркации стационарного состояния мы описали в предположении,
что динамическая система зависит от параметра, который не меняется
со временем. Если же параметр медленно эволюционирует с течением вре-
мени, то при переходе пары собственных значений через мнимую ось возни-
кает интересный эффект — затягивание потери устойчивости [27,159,199].

Затягивание потери устойчивости состоит в том, что система опреде-
ленное время t0 еще остается в потерявшем устойчивость состоянии рав-
новесия. За это время родившийся цикл успевает вырасти до конечных (не
малых) размеров. По прошествии времени t0 система скачком переходит
на предельный цикл, так что в целом весь процесс выглядит как жесткая
потеря устойчивости. При этом существенную роль играет аналитичность
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системы. Если функция v имеет только конечную гладкость, то время затя-
гивания оказывается малым.

Механизм затягивания перехода на цикл объясняется тем, что вслед-
ствие быстрого затухания колебаний фазовая кривая динамической систе-
мы оказывается настолько близка к устойчивому фокусу x0, что даже после
потери устойчивости требуется время, чтобы отойти от x0 на конечное
расстояние.

28.2 Типичные бифуркации предельного цикла

Предположим, что в результате бифуркации Андронова – Хопфа родил-
ся устойчивый предельный цикл. Каковы дальнейшие возможные бифур-
кации в динамической системе при изменении управляющего параметра?
Ответ на это вопрос не является однозначным: здесь, как и при бифурка-
ции потери устойчивости стационарного состояния, может реализоваться
несколько случаев. Мы остановимся только на самых характерных и важ-
ных из них, при реализации которых дальнейшие бифуркации в системе
могут привести к появлению странного аттрактора:

1) рождение цикла примерно удвоенного периода;
2) столкновение устойчивого и неустойчивого (седлового) циклов и их

взаимное исчезновение;
3) потеря устойчивости исходного цикла и рождение инвариантного

двумерного тора («с цикла слезает шкур», по выражению А. Андронова
рис. 2.152).

Допустим, что поток, порождаемый динамической системой, имеет се-
кущую S. Тогда наглядно ее поведение можно представить на этой секущей:
устойчивому циклу на S будет отвечать устойчивая точка, а устойчивому
двумерному тору — замкнутая кривая. Стало быть, последующая эволю-
ция динамической системы определяется характером собственных значений
(мультипликаторов) α преобразования, задающего отображение Пуанкаре.

Из результатов раздела 20.2.1 следует, что если мультипликаторы αi
находятся внутри единичной окружности, т. е. они удовлетворяют соотно-
шению |αi| < 1, то цикл устойчив. Он теряет устойчивость, когда мульти-
пликаторы выходят из единичной окружности. Рассмотрим подробнее, как
это может происходить, следуя [104]. Наш анализ также прояснит, почему
при переходе к хаосу типичными оказываются перечисленные выше три
бифуркации.

Пусть для простоты исходная динамическая система, обладающая пре-
дельным циклом γ, трехмерна, n = 3. Введем в рассмотрение вблизи этого
цикла секущую и определим отображение Пуанкаре. В общем виде его



334 Глава 2

можно записать как двумерное преобразование

xn+1 = ϕ1(xn, yn),

yn+1 = ϕ2(xn, yn).
(2.239)

На секущей поверхности предельный цикл γ будет представлен неподвиж-
ной точкой отображения, x∗ = ϕ1(x

∗, y∗), y∗ = ϕ2(x
∗, y∗), устойчивость

которой определяется характером собственных значений (мультипликато-
ров) α1, α2 матрицы линеаризации (см. раздел 20.2.1):

Â =




∂ϕ1(x
∗, y∗)

∂x

∂ϕ1(x
∗, y∗)

∂y

∂ϕ2(x
∗, y∗)

∂x

∂ϕ2(x
∗, y∗)

∂y


 .

Каждый собственный вектор задает инвариантное направление, которое ло-
кально определяет многообразия предельного цикла. При каждом обходе
предельного цикла возмущение, отвечающее собственному вектору, умно-
жается на соответствующий мультипликатор. Следовательно, цикл получа-
ется устойчивым, если все мультипликаторы по модулю меньше единицы,
и неустойчив, когда хотя бы один из них больше единицы.

Введем след S = SpÂ и детерминант D = detÂ матрицы Â. Тогда
собственные значения можно найти как корни уравнения

α2 − Sα+D = 0. (2.240)

Таким образом,

α1,2 = S
2
±
√
S2

4
−D. (2.241)

Определим область устойчивости цикла на плоскости (S,D). Это мож-
но сделать, если задать значения мультипликаторов на границе. Полагая в
(2.240) α = +1 и α = −1, получим условия 1−S+D = 0 и 1 +S+D = 0,
определяющие две граничные линии области устойчивости. Третье условие
определяется из отрицательности подкоренного выражения в соотношении
(2.241): α1,2 = S/2 ± i

√
D − S2/4. Поэтому |α| = +1 при D = 1. Таким

образом, на плоскости (S,D) получается треугольная область (рис. 2.153).
Очевидно, в типичной ситуации выход из этой области может проис-

ходить через одну из его сторон. Рассмотрим, какие при этом будут проис-
ходить перестройки в динамике системы.
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Рис. 2.153. Область устойчивости неподвижной точки системы (2.239) на плоскости
(S,D) [104]

При пересечении левой границы мультипликатор α = −1. Это означа-
ет, что с обходом цикла вектор возмущения меняет направление (рис. 2.154).
Тогда, чтобы траектория замкнулась, необходимо совершить еще один обо-
рот около теряющего устойчивость цикла. При этом, если рождающийся
цикл устойчив, то в результате появится цикл с периодом вдвое большим
исходного. Это — бифуркация удвоения.

Если первоначально в границу области притяжения исходного цикла
входил седловой цикл приблизительно удвоенного периода, то с прохожде-
нием мультипликатора через −1 эти циклы сольются. При этом в рассмат-
риваемой области не остается устойчивых траекторий, а исходный цикл
станет седловым. Это соответствует жесткому возбуждению (или обрат-
ной бифуркации).

Рис. 2.154. Бифуркация цикла γ при пересечении левой границы области устойчи-
вости на рис. 2.153
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Однако возможна ситуация, когда траектория, покидая окрестность
неустойчивого цикла, через некоторые промежутки времени вновь и вновь
возвращается к циклу. Такое поведение траектории называется перемежае-
мостью: поведение системы почти периодическое, прерывающееся хаоти-
ческими всплесками. С увеличением параметра число хаотических пульса-
ций увеличивается и постепенно наступает развитый хаос. В данном случае
это перемежаемость III рода (см. раздел 29.3).

Рассмотрим теперь изменения в динамике системы при пересечении
правой границы области устойчивости (рис. 2.153). В этом случае мульти-
пликатор α = +1. С приближением к границе к устойчивому циклу при-
ближается неустойчивый предельный цикл и сливается с ним. При этом
происходит их обоюдное исчезновение, т. е. имеет место кризис. В отоб-
ражении Пуанкаре такая бифуркация выглядит как слияние устойчивой и
неустойчивой неподвижных точек (рис. 2.111). Эта бифуркация называется
касательной и связана с переходом к хаосу через перемежаемость I рода
(см. раздел 29.3).

Наконец, рассмотрим выход из границы области устойчивости через
верхнюю границу D = 1 (рис. 2.153). В этом случае пара комплексно–
сопряженных собственных значений α = ρ+iκ, α∗ = ρ−iκ переходит через
единичную окружность. Наличие мнимой части в мультипликаторе застав-
ляет возмущенную траекторию при обходе предельного цикла навиваться
на него (рис. 2.152). При этом угол поворота вектора возмущения опре-
деляется аргументом комплексного числа α. Если с потерей устойчивости
циклом динамика системы стабилизируется, то при иррациональном значе-
нии аргумента, (arg α)/2π 6= p/q, происходит бифуркация рождения тора
и мягкое возникновение квазипериодических колебаний. При (arg α)/2π =
= p/q имеет место резонанс, и траектория замыкается, совершив q оборотов
на торе. Если же стабилизации не происходит, то возникает режим с пере-
межаемостью II рода (см. раздел 29.2).

Типичные бифуркации потери устойчивости предельным циклом по-
казаны на рис. 2.155.

28.3 Бифуркации тора

При бифуркации рождения тора из предельного цикла пара комплексно–
сопряженных мультипликаторов пересекает единичную окружность. С по-
следующим изменением параметра в системе в принципе допустима после-
довательность бифуркаций, приводящая к появлению в фазовом простран-
стве торов все возрастающей размерности. В результате динамика системы
будет характеризоваться большим числом несоизмеримых частот, см. §29.
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Рис. 2.155. Типичные бифуркации предельного цикла [104]

Однако существует и иная возможность, когда двумерный тор претерпевает
ряд резонансов. Это приводит к появлению и исчезновению предельных
циклов, расположенных на торе. С дальнейшим ростом параметра тор мо-
жет потерять гладкость и превратиться в странный аттрактор, отвечающий
хаотическому поведению динамической системы (см.§29).

Нарушение гладкости тора удобно рассмотреть на примере отображе-
ния, порождаемого фазовым потоком в его окрестности. Мы уже встреча-
лись с подобным построением в §17.

Предположим, что динамическая система имеет устойчивый инвари-
антный двумерный тор, на котором определена глобальная секущая Σ. Это
означает, что любая фазовая кривая, расположенная на торе, пересекает Σ
без касания. Следовательно, через эту секущую можно провести некоторую
поверхность S, которая будет пересекать траектории, лежащие в окрестно-
сти тора. Легко понять, что на S такие траектории образуют некоторое коль-
цо, а сам тор представляется замкнутой инвариантной кривой (рис. 2.156а).
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Таким образом, в общем случае задача сводится к изучению диссипа-
тивного отображения кольца в себя. При этом конкретный вид отображения
не играет роли [27, 33]. Перестройки фазовых портретов в таком кольце
имеют место и в общей ситуации, что позволяет рассмотреть модельное
отображение.

Однако представления об основных свойствах отображения кольца
можно получить, рассматривая отображение окружности в себя, естествен-
ным образом возникающим на секущей Σ.

28.3.1 Отображение окружности и его свойства

Введем координаты на торе, как показано на (рис. 2.156а). При соиз-
меримости частот движения, ω1/ω2 = p/q (резонанс), фазовая траектория,
расположенная на торе, замыкается, совершив p оборотов по координате x
и q оборотов по координате ϑ (рис. 2.156б). Таким образом, в отображе-
нии Пуанкаре будет наблюдаться m точек, переходящих друг в друга, что
соответствует периодической динамике системы.

Когда частоты ω1 и ω2 несоизмеримы, поведение системы будет ква-
зипериодическим, а точки в отображении Пуанкаре при t → ∞ плотно
заполнят инвариантную замкнутую кривую (см.рис. 2.8), которую подходя-
щим преобразованием можно превратить в окружность.

Рис. 2.156. Отображение Пуанкаре как функция xn+1 от xn на секущей Σ (а) и
резонансная фазовая траектория на торе при ω1/ω2 = 5/2 (б)

Выберем в качестве координаты на торе переменную x (рис. 2.156a).
Тогда в общем случае в отображении Пуанкаре будем иметь:

xn+1 = ϕ(xn) = xn + a+ g(xn), (2.242)
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где g(x) — некоторая 2π-периодическая функция, и параметр a задает сдвиг
по x за один оборот по координате ϑ (т. е. за одну итерацию). Очевидно,
значение x определяется с точностью до 2π.

Преобразование координат (2.242) можно интерпретировать как по-
следовательное перемещение точек на окружности. Поэтому соотношение
(2.242) называется отображением окружности.

Функция ϕ может быть как монотонно возрастающей на [0, 2π] (и по-
тому взаимно-однозначной), так и имеющей максимум и минимум (т. е.
не взаимно-однозначной). Для монотонной функции ϕ характер динамики
отображения (2.242) определяется числом вращения, которое можно запи-
сать как

ρ = lim
n→∞

1
2π

ϕn(x0) − x0

n ,

где ϕn = ϕ(ϕ(. . . (ϕ)))︸ ︷︷ ︸
n раз

— n-я итерация отображения. По-существу число

вращения представляет собой количество оборотов по координате x в тече-
ние одного оборота по координате ϑ. Для преобразования (2.242) по смыслу
это просто параметр a.

Действительно, рассмотрим простейшее преобразование поворота
окружности на постоянный угол a: x → {x + a}, где фигурные скобки
означают взятие аргумента с точностью до 2π. Тогда xn = x + na. Следо-

вательно, a = lim
n→∞

xn − x
n .

Таким образом, если ρ является рациональным числом, ρ = p/q, то
начальное значение x0 будет повторяться через определенное число перио-
дов xn+q − xn = 2πp, так что динамика отображения будет периодической.
Когда число вращения иррационально, то траектория почти любой точки
оказывается всюду плотной на окружности.

Для не взаимно однозначной функции ϕ отображение окружности мо-
жет обладать очень сложными режимами поведения. Более того, для такой
функции ϕ в различных областях параметрического пространства возможно
сосуществование двух различных хаотических режимов или цикла и хаоса.

Для иллюстрации сказанного рассмотрим известное стандартное
отображение окружности:

xn+1 = ϕa,b(x) = xn + a+ b sinxn, (2.243)

определенное на интервале [0, 2π]. Когда b < 1, функция ϕa,b является мо-
нотонной, а отображение — взаимно-однозначным (рис. 2.157а). При b = 1
оно еще остается монотонным и взаимно-однозначным, но теперь обратная
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Рис. 2.157. Функция ϕa,b(x) (2.243) при a = 1, 4 и различных значениях параметра
b: b < 1 (а), b = 1 (б), b > 1 (в)

функция уже не гладкая, поскольку в точке перегиба производные претер-
певают разрыв (рис. 2.157б). Если же b > 1, то ϕa,b не будет взаимно-
однозначной функцией (рис. 2.157 в), так что при некоторых значениях па-
раметров в отображении (2.243) может возникать хаос (см. раздел 24.2.2).
Следовательно, интервалы b < 1 и b > 1 соответствуют двум качественно
различным режима поведения. По этой причине значение b = 1 называется
критическим.

В параметрическом пространстве отображения (2.243) каждой паре
(a, b) отвечает либо рациональное, либо иррациональное значение числа
вращения. Следовательно, все пространство (a, b) разбивается на резонанс-
ные зоны (т. е. области синхронизации) — так называемые языки Арнольда,
отвечающие числам ρ = p/q (см. рис. 2.158). Когда b → 0, то число враще-
ния ρ = a/2π, так что динамика будет определяться значением параметра a.
В этом случае языки Арнольда своими клювами подходят к рациональным
точкам оси a/2π. В малой окрестности оси их суммарная площадь мала по
сравнению с площадью самой окрестности. С ростом b площадь, занимае-
мая языками, увеличивается, они растут и при b > 1 могут перекрываться.
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Рис. 2.158. Бифуркационная диаграмма отображения (2.243). Области, отмеченные
серым цветом, соответствуют периодической динамике с рациональными значения-
ми числа вращения ρ = p/q.

Рис. 2.159. «Чертова лестница» отображения окружности (2.243) при b = 1. Хорошо
видна ее самоподобная структура

Языки Арнольда существуют для всех рациональных отношений p/q,
где p и q — взаимно-простые числа. Это означает, что имеется бесконечное
число языков, отвечающих всем возможным отношениям частот движения.
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Между любыми двумя языками с числами вращения p/q и p′/q′ существует
другая область синхронизации с отношением (p+ p′)/(q+ q′). Несмотря на
это, в области 0 6 b < 1 всегда найдутся значения параметров a, соответ-
ствующие квазипериодическому поведению отображения окружности.

Таким образом, в обратимой области 0 < b < 1 для каждого фикси-
рованного рационального числа вращения ρ = p/q существует некоторый
интервал значений параметра a, который определяется шириной соответ-
ствующего языка Арнольда. Отношения p/q можно упорядочить в последо-
вательность, которая называется дерево, или ряд, Фарея (Фэри). Ряд Фарея —
это возрастающая последовательность неотрицательных несократимых дро-
бей. При этом, если p/q, p′′/q′′, p′/q′ — любые три последовательные дроби
дерева Фарея, то p′′/q′′ = (p+p′)/(q+q′) и p′′q−q′′p = 1. Теперь, если для
отображения окружности представить значения ρ в зависимости от парамет-
ра a/2π, то мы получим непрерывную монотонную функцию, содержащую
бесконечное число горизонтальных отрезков. Она будет локально посто-
янной для каждого a/2π, отвечающего рациональному числу ρ. Функция,
обладающая такими свойствами, называется «чертовой лестницей» (см.
рис. 2.159).

Когда b→ 0, общая длина l всех ступеней стремится к нулю, посколь-
ку мера рациональных чисел на отрезке [0, 1] нулевая. При увеличении
параметра b величина l монотонно возрастает и при b = 1 становится рав-
ной единице. Напротив, мера значений параметра a/2π, соответствующих
иррациональным числам вращения ρ (т. е. не принадлежащих ступенькам
«чертовой лестницы»), при b = 0 равна единице. С ростом b мера таких
значений убывает и при b = 1 становится равной нулю (рис. 2.160).

Рис. 2.160. «Чертова лестница» отображения окружности (2.243) в пространстве
a, b, ρ
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Рис. 2.161. Структура языков Арнольда отображения окружности (2.243) [33]

«Чертова лестница» отображения окружности с критическим значени-
ем параметра (b = 1) называется полной. Она обладает свойством самопо-
добия и почти всюду горизонтальна. В этом случае, хотя множество точек,
отвечающих квазипериодической динамике, имеет нулевую меру, его фрак-
тальная размерность положительна и равна примерно 0,87 [223, 369].

При b > 1 языки Арнольда вытягиваются, расщепляясь на ветви. Сле-
довательно, в этой области они могут перекрываться, образуя очень слож-
ную пространственную структуру, также обнаруживающую свойства само-
подобия (см. рис. 2.158). В области пересечения двух языков имеет место
бистабильность, когда для одних и тех же значений параметров a, b суще-
ствуют два устойчивых цикла отображения с различными числами враще-
ния. Каждый из этих циклов можно наблюдать при попадании начальных
условий в его область притяжения. Кроме того, внутри языков Арнольда
существуют зоны, где имеет место переход к хаосу через бифуркации удво-
ения, начиная со основного для данного языка значения периода.

Описанные самоподобные свойства отображения окружности наводят
на мысль изучить это отображение методом ренормализации аналогично ло-
гистическому отображению. Исследования такого рода привели к открытию
универсальных свойств при переходе от квазипериодического движения к
хаосу (см. раздел 29.1.1).

Общая структура языков Арнольда отображения окружности оказыва-
ется следующей (рис. 2.161) [27,33]. Неподвижные точки этого отображения
с числом вращения 2πp существуют внутри области, ограниченной прямы-
ми B+, которые находятся из соотношения b = ±(2πp − a). Эти точки
соответствуют предельным циклам на торе, замыкающимся через p оборо-
тов по координате x. На прямыхB+ неподвижные точки сливаются, образуя
точку с мультипликатором +1.

Линия, отвечающая бифуркации удвоения периода, находится из усло-
вия равенства мультипликатора значению −1 в неподвижной точке. Это
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условие, следовательно, можно записать как

b cosx = −2,
b sinx = 2πp− a.

Легко видеть, что это гипербола b2 = (2πp− a)2 + 4, которая обозначена на
рис. 2.161 как B−.

Из общей теории одномерных отображений следует [426], что если
критическая точка за конечное число итераций попадает в неподвижную
точку, то возникают траектории с числом вращения, отличным от 2πp. Это
условие определяет бифуркационные кривые B1 и B2 (рис. 2.161). Очевид-
но, критические точки xc для отображения (2.243) появляются, когда b > 1
(см. рис. 2.157).

Таким образом, поведение отображения окружности (2.243) внутри
языка Арнольда определяется перечисленными бифуркационными кривы-
ми (рис. 2.161), которые на плоскости (a, b) образуют область D. Если
(a, b) ∈ D, то в отображении имеется одна устойчивая неподвижная точка.
При переходе через B+, т. е. выходе из резонансной зоны, все зависит от
значения параметра b. Когда b < 1 и число вращения рационально, отобра-
жение будет иметь четное число устойчивых и неустойчивых циклов. Для
иррационального ρ динамика является квазипериодической. При b > 1 мо-
жет возникнуть хаотическая динамика. С переходом через гиперболу B−

в отображении происходит бифуркация удвоения периода, а через кривые
B1,2 — рождение циклов, имеющих числа вращения ρ 6= 2πp.

Для чисел вращения 2π(p+ 1) структура резонансной зоны оказывает-
ся абсолютно аналогичной. Следовательно, на плоскости параметров (a, b)
будет существовать область, отвечающая наличию неподвижных точек с
числами вращения 2π(p+1) и 2πp (на рис. 2.161 она заштрихована). В этой
области режим движения, как уже отмечалось, является бистабильным. В
зависимости от выбора начальных условий будет наблюдаться то или иное
поведение системы.

28.3.2 Свойства отображения кольца

Вернемся к рис. 2.156а и рассмотрим отображение, порождаемое фа-
зовым потоком на поверхности сечения S в окрестности тора. Пусть

Φa,b :






xn+1 = xn + a+ yn + b sinxn,

yn+1 = e−a(yn + b sinxn),
(2.244)
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Рис. 2.162. Бифуркационная диаграмма отображения кольца (2.244) и соответству-
ющие фазовые портреты [33]

где a > 0, b > 0 и 0 6 x 6 2π. Хотя это отображение является модель-
ным, все присущие ему бифуркационные явления имеют место и в общей
ситуации [33].

Отображение (2.244) взаимно-однозначно и переводит кольцо 0 6 x 6
2π, |y| 6 y0, y0 > be−a/ (1 − e−a) в себя. Его свойства во многом аналогич-
ны свойствам только что описанного отображения окружности (рис. 2.162).
В частности, это отображение имеет кривые B+ и B−, отвечающие нали-
чию неподвижной точки с мультипликаторами +1 и −1, соответственно, и
кривые B1. B2. Уравнения для B+, B− даются выражениями b = ±(2πp−
−a) (1 − e−a) и b2 = (2πp−a)2 (1 − e−a)+4 (1 + e−a)

2. Легко видеть, что
при a� 1 B+ и B− аппроксимируются соответствующими кривыми отоб-
ражения окружности. Соотношения, которыми описываются кривые B1,2,
при a � 1 также близки к уравнениям для соответствующих кривых отоб-
ражения окружности.

Рассмотрим бифуркации в системе, возникающие при пересечении
этих кривых, следуя [33, 40].

При b+ e−a < 1 отображение кольца имеет инвариантную замкнутую
кривую, которая включает неподвижные точки, одна из которых устойчива,
а другая седловая, причем ее неустойчивые сепаратрисы замыкаются на
устойчивую точку, образуя тем самым замкнутую кривую (см. рис. 2.162а).
В пространстве параметров (a, b) такая ситуация соответствует области,
ограниченной бифуркационными кривыми B+, B− и B1,2. Эта замкнутая
кривая становится негладкой (при b > 1, рис. 2.162б), но существует при
всех значениях параметров a и b.
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С переходом через B− происходит бифуркации удвоения периода
(рис. 2.162 в).

Кривые B1,2 отвечают появлению гомоклинической траектории на вет-
вях неустойчивой сепаратрисы (рис. 2.162 г). При пересечении B1,2 возни-
кает бесконечное множество траекторий со счетным числом неустойчивых
седловых циклов.

При переходе через кривые B+ седло и узел сливаются, появляет-
ся седло-узел, причем инвариантную кривую в этот момент образует его
неустойчивая сепаратриса (рис. 2.162д). Если эта кривая гладкая, то после
исчезновения седло-узла рождается гладкая замкнутая кривая, к которой
притягиваются все точки в кольце. Если же сепаратриса негладкая, то воз-
никает хаотическая динамика (она реализуются в зависимости от значения
параметра b). При этом в системе будет наблюдаться режим с перемежае-
мостью.

Таким образом, классификация смены режима движения на торе опре-
деляется тремя основными видами бифуркаций [27]:

• сменой устойчивости цикла на торе;

• рождением гомоклинических структур;

• слиянием и исчезновением циклов на негладком торе.

Этот факт известен как теорема о разрушении тора [40] (см. также [375]).

29. Типичные сценарии перехода к хаосу

Установление в динамической системе хаотического режима движе-
ния в результате той или иной последовательности бифуркаций приня-
то называть сценарием, или картиной, развития хаоса. Как мы видели в
предыдущем параграфе, в типичном случае это может происходить путем
последовательности бифуркаций удвоения периода предельного цикла, че-
рез перемежаемость или разрушение тора. Здесь мы обсудим в целом эти
сценарии и опишем универсальные свойства при переходе к хаосу через
квазипериодичность и перемежаемость.

29.1 Разрушение тора

Допустим, что в результате потери устойчивости предельным циклом в
фазовом пространстве динамической системы родился двумерный тор (рис.
2.152)
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С последующим изменением параметра µ в фазовом пространстве мно-
гомерной динамической системы может произойти потеря его устойчиво-
сти и рождение трехмерного тороидального многообразия. При этом по-
ведение системы будет характеризоваться тремя независимыми частотами.
Дальнейшее изменение управляющего параметра может привести к после-
довательности бифуркаций, в результате которых в фазовом пространстве
диссипативных динамических систем возникают инвариантные торы все
возрастающей размерности. В конечном счете мы придем к сложному ква-
зипериодическому движению с k несоизмеримыми частотами, которое при
очень большом k будет выглядеть как хаотическое. Считая, что такой путь
развития хаоса действительно возможен, Ландау [112, 113] и независимо
Хопф [356] выдвинули гипотезу, согласно которой хаотическая динамика
диссипативных систем есть не что иное, как движение по инвариантному
тору большой размерности. Такой тор будет занимать в фазовом простран-
стве область, соответствующую всевозможным наборам начальных фаз, и
наматывающаяся на него фазовая траектория будет с течением времени про-
ходить практически через любую сколь угодно малую часть этой области.

Однако, как было показано в разделе 18.2, квазипериодическое движе-
ние, пусть даже с очень большим числом несоизмеримых частот, не мо-
жет быть названо хаотическим, поскольку для такого движения отсутствует
разбегание фазовых кривых, ответственное за появление хаотической ди-
намики. Кроме того, следует сказать, что многомерное квазипериодическое
притягивающее движение с большим числом несоизмеримых частот не яв-
ляется типичным и встречается чрезвычайно редко. Под действием всегда
присутствующих возмущений такое движение, скорее всего, с течением
времени вырождается в периодическое, отвечающее появлению в фазовом
пространстве предельного цикла, или же разрушается и дает начало хаоти-
ческому режиму. Отметим также, что картина Ландау –Хопфа не подтвер-
ждается экспериментально: после небольшого числа бифуркаций обычно
наблюдается резкий переход к хаотическому движению.

Впервые на возможность разрушения притягивающего тороидально-
го многообразия, в результате которого происходит рождение странно-
го аттрактора, обратили внимание Д. Рюэль и Ф. Такенс [173] (см. так-
же [440]). Авторы исследовали поведение решения динамической системы
вида (2.238) при весьма общих предположениях относительно характера
векторного поля v. Ими было показано, что если при изменении управ-
ляющего параметра µ после трех бифуркаций (начиная со стационарного
состояния) и возникает трехчастотное квазипериодическое движение, как и
в модели развития хаоса Ландау –Хопфа, то оно, как правило, неустойчиво,
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легко разрушается, и на месте разрушенного трехмерного тора появляется
странный аттрактор.

Остановимся на этом сценарии развития хаоса более детально.
Напомним, что каждая динамическая система, как предполагалось вы-

ше, задается соответствующим векторным полем v, т. е. правыми частя-
ми дифференциальных уравнений (2.238). Совокупность всех возможных
векторных полей v образует некоторое функциональное пространство Φ.
Каждая точка этого функционального пространства отвечает одной из воз-
можных динамических систем, и наоборот, каждая динамическая система
соответствует единственной точке функционального пространства Φ. Если
слегка возмутить правые части уравнений (2.238), т. е., как еще говорят, про-
извести малые шевеления соответствующего векторного поля v, мы полу-
чим новую динамическую систему, для которой векторное поле будет близ-
ко к исходному. Все динамические системы, векторные поля которых могут
быть получены малым шевелением векторного поля данной динамической
системы, образуют ее окрестность в функциональном пространстве Φ.

Говорят, что векторное поле v динамической системы является грубым,
или структурно-устойчивым, если имеется окрестность U поля v, такая,
что для каждого векторного поля v′ из этой окрестности фазовый пор-
трет качественно не отличается от фазового портрета динамической систе-
мы, задаваемой полем v. Соответственно, свойство динамической системы
структурно-устойчиво, если при малых возмущениях системы это свойство
сохраняется. Понятие структурной устойчивости (грубости) впервые было
введено для дифференциальных уравнений А. А. Андроновым и Л. С. Понт-
рягиным [14].

При построении математической модели любого реального процесса
всегда приходится прибегать к определенным упрощениям, пренебрегать
влиянием малосущественных факторов и т. п. Следовательно, векторное по-
ле, входящее в правую часть динамических уравнений, всегда будет извест-
но лишь с какой-то степенью точности, т. е. в пределах некоторой малой
окрестности U функционального пространства Φ. Поэтому очевидно, что
если рассматриваемое свойство динамической системы не является струк-
турно-устойчивым, то для реальных систем оно в эксперименте наблюдать-
ся не будет.

Теорема Рюэля и Такенса [173, 440] утверждает, что если существует
векторное поле v на трехмерном торе, отвечающее трахчастотному квази-
периодическому движению, то в любой окрестности U соответствующей
точки функционального пространства Φ найдутся векторные поля v ′, обла-
дающие странными аттракторами. Аналогичное утверждение справедливо
для квазипериодических движений и на торах большей размерности. Ина-

29. Типичные сценарии перехода к хаосу 349

Рис. 2.163. Окрестность U векторного поля � в функциональном пространстве Φ: 1 —
множества векторных полей, обладающих странными аттракторами; 2 — множества
полей с регулярной динамикой [202]

че говоря, в принципе достаточно слабо возмутить правые части системы
(2.238), чтобы движение из квазипериодического с тремя несоизмеримыми
частотами перешло в хаотическое. Однако это выполняется не для всех век-
торных полей v′, имеющихся в окрестности U . Если бы векторное поле v
было структурно-неустойчиво, то, действительно, какие угодно малые воз-
мущения привели бы к разрушению трехмерного тора и появлению режима
движения, качественно отличного от квазипериодического. Теорема Рюэля –
Такенса утверждает, что при малых возмущениях поля v может возникнуть
странный аттрактор: в окрестности U существуют поля v ′, среди которых
есть такие, которые имеют странные аттракторы, и такие, которые не об-
ладают ими. Доля областей, занятых векторными полями со странными
аттракторами, конечна, однако эти области не заполняют всю окрестность
U (см. рис. 2.163).

Подтверждением того, что не для всякого векторного поля с трех-
частотным квазипериодическим движением малые возмущения приводят
к появлению странного аттрактора, являются, например, исследования
[331–333, 507, 508, 521] (см.также [201]). В частности, в работе [331] бы-
ло показано, что добавление гладких нелинейных возмущений необязатель-
но разрушает трехчастотную динамику, а в работе [521] экспериментально
была обнаружена возможность движения с четырьмя и даже пятью несоиз-
меримыми частотами.

Более того, анализ некоторых систем показал, что переход от ква-
зипериодического движения к хаосу может происходить через появление
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странных нехаотических аттракторов [333] (см. также [33]). При этом сло-
во «странный» используется как характеристика геометрии аттрактора в
том смысле, что он является фрактальным множеством с нецелой размер-
ностью. В системе с таким аттрактором хаос отсутствует, т. е. она не име-
ет положительных показателей Ляпунова. Следовательно, тор, прежде чем
разрушиться, теряет гладкость (см. §28). Хотя потеря гладкости тором не
обязательно приводит к рождению хаоса, переходу к хаосу в системе все-
гда предшествует стадия возникновения недифференцирумого тора. Такой
сценарий развития хаотичности описан в §28.

29.1.1 Универсальные свойства перехода от квазипериодической
динамики к хаосу

Количественные аспекты сценария перехода к хаосу через квазипери-
одическое движение можно изучить в рамках ренормализационного ана-
лиза, переходя от системы дифференциальных уравнений к отображению
[307,463,464,481]. Мы кратко представим элементы такого подхода, следуя,
в основном, монографиям [72, 201] и учебнику [104].

В общем случае в окрестности двумерного тора фазовый поток поро-
ждает двумерное отображение кольца в себя (см. раздел 28.3.2). В свою
очередь, основные свойства отображения кольца можно получить, исполь-
зуя модельное отображение окружности, например,

xn+1 = ϕa,b(x) ≡ xn + a+ b sinxn, 0 6 x 6 2π, (2.245)

которое уже было подробно рассмотрено в разделе 28.3.1. Такой анализ
позволяет выявить ряд универсальных закономерностей, получивших экс-
периментальное подтверждение.

При переходе от квазипериодичности к хаосу в отображении окруж-
ности необходимо изменять сразу два параметра, чтобы сохранять число
вращения % равным заданному иррациональному числу. Ренормализацион-
ный анализ, в основном, проводился для числа вращения, равного золотому
среднему.

Как известно, любое число 0 < χ 6 1 единственным образом можно
разложить в непрерывную дробь:

χ = 1

s0 + 1

s1 + 1
s2 + · · ·

= 〈s0, s1, s2, . . .〉 , (2.246)

29. Типичные сценарии перехода к хаосу 351

где s0, s1, s2, . . . — натуральные числа. Для рационального числа такое
разложение будет всегда конечным, χ = p/q = 〈s0, s1, s2, . . . , sN〉. Ирраци-
ональные же числа представляются бесконечными дробями. Если оборвать
дробь, например, на m-ом элементе, то получится наилучшее приближение
иррационального числа рациональным: χm = pm/qm = 〈s0, s1, s2, . . . , sm〉.
При этом

pm+1 = pmsm + pm−1, p0 = 0, p−1 = 1,

qm+1 = qmsm + qm−1, q0 = 1, q−1 = 0.
(2.247)

Золотое среднее — это простейшая бесконечная непрерываная дробь,
у которой s0, s1, s2, . . . = 1:

w ≡ 〈1, 1, 1, . . .〉 = 1

1 + 1

1 + 1
1 + · · ·

= 1
1 + w

.

Отсюда находим, что w =
(√

5 − 1
)
/2 = 0, 61803398874989 . . . . Легко ви-

деть, что геометрически это число определяется золотым сечением отрезка,
т. е. таким его делением, когда отношение большей части ко всей длине
равно отношению меньшей части к большей.

Золотое среднее наилучшим образом приближается так называемыми
числами Фибоначчи Fn, которые определяются как Fn+1 = Fn + Fn−1,
F0 = 0, F1 = 1, где n = 1, 2, . . . . Для таких чисел

χn =
Fn
Fn+1

= 1

1 +
Fn−1

Fn

= 1

1 + 1
1 + · · ·︸ ︷︷ ︸

n раз

,

Таким образом,
w = lim

n→∞
χn.

Нетрудно видеть, что число −w есть собственное значение матрицы

T̂ =

(
1 1
1 0

)
.

При этом, очевидно, T̂n — это матрица
(
Fn+1 Fn
Fn Fn−1

)
,
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где Fi — i-е число Фибоначчи. Поэтому

Fn−1 − Fnw = (−w)n. (2.248)

Следовательно, можно записать RFn
w (x) − x = Fnw, где Rw обозначает

поворот окружности на угол w. Поэтому
∣∣RFn

w (x) − x
∣∣ = wn. Значит, по-

следовательность RFn
w сходится со скоростью геометрической прогрессии

к тождественному преобразованию. Кроме того, с помощью рекуррентного
соотношения для чисел Фибоначчи найдем, что RFn+1

w порождается компо-

зицией RFn
w

(
R
Fn−1
w

)
.

Используя данные соображения, можно найти универсальные масштаб-
ные свойства при переходе к хаосу через кавзипериодичность.

Введем новую переменную θ = x/2π+1/2. Тогда отображение окруж-
ности запишется в виде

θn+1 = f(θ) = θn + r − b
2π

sin 2πθn, (2.249)

где r = a/2π. При этом точка перегиба при b = 1 будет расположена в
начале координат, а значения θ заданы на интервале [0, 1].

Универсальные свойства перехода к хаосу описываются ренормали-
зационным уравнением для так называемой критической точки, которая
соответствует иррациональному числу вращения ρ для b = 1 и определен-
ного r = rc (см. ниже). При этом ρ приближается рациональными числами
pm/qm = 〈s0, s1, . . . , sm〉 и рассматривается последовательность операто-
ров эволюции для интервалов времени, заданных величиной qm.

Обозначим fm(θ) ≡ f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸
qm paз

(θ) . . .))−pm ≡ f qm(θ)−pm, где функция

f определяется соотношением (2.249). Тогда, поскольку f(θ+p) = f(θ)+p
для любого целого p, из (2.247) найдем

fm+1(θ) = fm−1 (fsm

m (θ)) .

Теперь, аналогично тому, как это было сделано для случая удвоения пери-
ода, (см. раздел 26.2), на каждом шаге преобразования необходимо ввести
соответствующую нормировку на некоторую величину dm. Тогда оператор
эволюции за число шагов qm представится как

gm(θ) = dmfm

(
θ
dm

)
.

Положим gm(0) = 1, т. е. dm = 1/f(0).

29. Типичные сценарии перехода к хаосу 353

Используя обозначение αm = dm/dm−1, уравнения, задающие после-
довательность функций gm, можно записать как

αm+1 = 1

αmgm−1

(
α−1
m gsm

m (0)
) ,

gm+1(θ) = αm+1αmgm−1

(
α−1
m gsm

m

(
θ

αm+1

))
.

(2.250)

Таким образом, мы получили преобразование, позволяющее совершить пе-
реход от функций gm−1, gm к функции gm+1:

gm+1 = Tm (gm, gm−1) . (2.251)

Это ренормализационное уравнение играет ту же роль в теории универ-
сальности при переходе от квазипериодичности к хаосу, как и уравнение
(2.229) в теории Фейгенбаума. Однако, в отличие от него, соотношение
(2.251) является двумерным отображением. Кроме того, оно неавтономно.
Зависимость от итераций здесь реализуется через последовательность зна-
чений sm разложения соответствующего числа вращения в рациональную
дробь. Это, в частности, означает, что в общем случае невозможно найти
решение, которое не зависело бы от m.

Тем не менее, для числа вращения, заданного золотым средним w, все
элементы sm непрерывной дроби (2.246) равны единице. Поэтому индекс
sm в уравнениях (2.250) при таком выборе ρ можно опустить. В этом случае
функция gm представляет собой перенормировку за число шагов, равное
числу Фибоначчи Fm.

При b = 1 значению числа вращения ρ = w на плоскости параметров
(b, r) соответствует определенная точка, которая называется критической.
Основное ее отличие от остальных точек параметрического пространства
состоит в том, что здесь окружность теряет гладкость, так что соответству-
ющий ей тор становится фрактальным множеством (см. раздел 28.3). Для
нашего отображения окружности (2.249) координаты критической точки
(b, r) = (b, rc) = (1; 0, 6066610634702 . . .).

Если m→ ∞, то из (2.250) получаем для функции неподвижной точки
оператора T :

g(θ) = α2g

(
α−1g

(
θ
α

))
.

Это уравнение называется уравнением Фейгенбаума–Каданова–Шенкера.
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Рис. 2.164. Схема эксперимента по исследованию вихрей Тейлора: 1 — численно
найденная траектория частицы внутри вихрей Тейлора [189]

Его решение методом полиномиальной аппроксимации дает:

g(θ) = 1 + 0, 765184 θ3 − 0, 215464 θ6 − 0, 053469 θ9 +

+ 0, 032921 θ12 + 0, 001231 θ15 − 0, 004304 θ18 . . . ,

α = −1, 288574553954368866 . . . (см. [307, 481]). Кроме того, анализ по-
ведения малого возмущения, которое отвечает сдвигу по параметрам из
критической точки, приводит к двум основным собственным числам:

δ1 = −2, 833610655891167799 . . . ,

δ2 = α2 = 1, 6604243810987068 . . . .

Эти постоянные α, δ1 и δ2 характеризуют универсальность скейлинга при
переходе к хаосу через квазипериодическое движение с отношением частот,
близким к золотому среднему.

Некоторые экспериментальные данные свидетельствуют о том, что сце-
нарий перехода к хаосу Рюэля –Такенса действительно выполняется для
ряда систем. Так, в [324] исследовались вихри Тейлора, возникающие в
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жидкости между двумя концентрическими цилиндрами, внутренний из ко-
торых может вращаться с постоянной скоростью (рис. 2.164). Динамика
вихрей изучалась методом светового рассеяния. Свет, рассеянный неболь-
шим объемом жидкости, несет информацию о частотах фурье-компонент
радиальных составляющих скорости жидкости. Исследования проводились
для различных значений числа Рейнольдса. Переход к хаотическому режи-
му в такой системе наблюдался вслед за тем, как последняя бифуркация
приводила к квазипериодическому движению с тремя независимыми часто-
тами [67,324], которое являлось структурно-неустойчивым и под действием
естественных возмущений разрушалось, приобретая хаотические черты.

Рис. 2.165. Частотная зависимость
спектральной плотности скорости
жидкости в эксперименте Рэлея –
Бенара: а — периодический, б —
квазипериодический двухчастотный и
в — хаотический режимы режимы [500]

Были проведены эксперимен-
ты по исследованию конвекции
Рэлея –Бенара в подогреваемом снизу
горизонтальном слое жидкости [500].
С увеличением градиента температу-
ры перед переходом к хаотическо-
му движению в спектре скорости
жидкости наблюдалась сначала од-
на, а затем две независимые частоты
(рис. 2.165а, б). Хаотический режим,
характеризующийся сплошным спек-
тром, появлялся сразу вслед за квази-
периодическим двухчастотным тече-
нием (рис. 2.165в).

Хаотическая динамика при ис-
следовании конвекции Рэлея –Бенара
в ртути [188] была обнаружена после
того, как в спектре последовательно
возникали три рационально незави-
симые частоты. После появления тре-
тьей частоты для системы характерно
возникновение низкочастотного шу-
ма со сплошным и широким спек-
тром.

Эти и ряд других эксперимен-
тальных данных [7, 134, 218, 280, 285,
470] подтверждают сценарий Рюэля –
Такенса: в спектрах движения появ-
ляется сначала первая, затем вторая и (иногда) третья независимые частоты.
На пороге появления третьей частоты внезапно возникает широкополосный
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шум, свидетельствующий о хаотичности происходящих в системе процес-
сов.

Хотя сценарий Рюэля–Такенса является достаточно типичным, кроме
него есть еще как минимум два столь же часто осуществляющихся сцена-
рия: каскад бифуркаций удвоения и перемежаемость.

29.2 Сценарий Фейгенбаума

Этот сценарий и соответствующие ему бифуркации удвоения уже до-
статочно подробно были рассмотрены в §26 и §28. Поэтому здесь мы оста-
новимся только на общей картине развития хаоса путем последовательности
таких бифукаций.

Сценарий Фейгенбаума отвечает ситуации, когда в результате поте-
ри устойчивости исходного цикла в фазовом пространстве рождается цикл
удвоенного периода. При дальнейшем увеличении управляющего парамет-
ра может снова произойти бифуркация потери устойчивости, в результате
которой появится цикл учетверенного (по сравнению с исходным) периода,
и т. д. В частности, возможна бесконечная последовательность удвоений пе-
риода исходного предельного цикла. Эта последовательность бифуркаций
происходит на конечном интервале изменения управляющего параметра и
переводит систему от устойчивого периодического движения к хаотической
динамике.

Рассмотрим это явление более подробно, иллюстрируя сказанное на
примере системы Реслера [158, 277, 469]

ẋ = −(y + z), ẏ = x+
y

5
, ż = 1

5
+ z(x− µ). (2.252)

Уравнения (2.252) описывают динамику абстрактной химической реакции
[65, 340]. При определенном значении параметра µ = µ1 из устойчивой
точки посредством бифуркации Андронова –Хопфа рождается предельный
цикл периода τ1 (рис. 2.166а). При увеличении µ, µ > µ1, этот цикл оста-
ется устойчивым, пока не будет достигнуто следующее бифуркационное
значение µ = µ2. В этот момент цикл периода τ1 превращается в сложен-
ный «восьмеркой» устойчивый предельный цикл вдвое большего периода
τ2 = 2τ1 (рис. 2.166б). Он замыкается после двух оборотов теряющего
устойчивость цикла, а в спектре движения появляются кратные гармоники.

С дальнейшим увеличением параметра µ, µ > µ2, при µ = µm,
m = 3, 4, . . . в системе будут происходить последовательные бифуркации
удвоения, приводящие к возникновению устойчивого периодического дви-
жения, соответственно, с периодами 2mτ1, m = 3, 4, . . . (рис. 2.166в, г).
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Рис. 2.166. Переход к странному аттрактору через последовательность бифуркаций
удвоения периода предельного цикла в системе Реслера (2.252) при значениях µ,
равных: 2,6 (а), 3,5 (б), 4,1 (в), 4,18 (г), 4,23 (д) [277]

Значения управляющего параметра µ = µm, при которых происходят оче-
редные бифуркации удвоения, образуют сходящуюся последовательность:

lim
m→∞

µm = µ∞. (2.253)

Когда µ = µ∞, предельный цикл достигает бесконечно большого
периода, т. е. превращается в незамыкающуюся притягивающую фазовую
траекторию, из которой при µ > µ∞ формируется странный аттрактор
(рис. 2.166д). Динамика системы в этом случае характеризуется сплошным
спектром и разбеганием близких фазовых кривых. Скорость сходимости
бесконечной последовательности µm определяется универсальной посто-
янной — числом Фейгенбаума:

lim
m→∞

µm − µm−1

µm+1 − µm
= δ = 4,6692 . . . (2.254)

Описанному сценарию присуща универсальность: константа Фейген-
баума δ не зависит от конкретного вида динамической системы.

Переход к хаотическому режиму через последовательность бифурка-
ций удвоения периода наблюдается также для неавтономных систем. Так,
в [363] рассматривалось уравнение движения маятника с вязким трением
под действием периодической вынуждающей силы:

θ̈ + βθ̇ + ω2
0 sin θ = ν cosω1t. (2.255)

Оказывается, при определенном выборе интенсивности вынуждающей си-
лы — так, чтобы маятник доходил до вертикального перевернутого положе-
ния (θ = π), — с изменением частоты внешнего воздействия ω1 наблюдается
последовательность бифуркаций удвоения.



358 Глава 2

Аналогичное явление для движения частицы в потенциальном поле под
действием периодической вынуждающей силы при наличии вязкого трения
обнаружено в [362].

Сценарий развития хаоса Фейгенбаума хорошо подтверждается чис-
ленными исследованиями. Последовательности бифуркаций удвоения пе-
риода найдены во многих системах и отображениях (см., например,
[116, 118, 158, 450]), в том числе и в системе Лоренца при больших зна-
чениях параметра r [467]. Ряд физических, химических и многие другие
эксперименты также обнаруживают эти бифуркации и некоторые признаки
универсальности [92, 236, 321, 323,393,399,470, 511].

Заметим, что в реальных экспериментах и численных расчетах, где
всегда имеются физические шумы или ошибки округления, бесконечную
последовательность бифуркаций удвоения наблюдать не удается. Вместо
этого после нескольких бифуркаций удвоения движение сразу становится
хаотическим. Влияние шумов на рассматриваемый сценарий перехода к
хаосу обсуждается в [202, 278].

29.3 Перемежаемость

Кроме описанных, широко распространен механизм возникновения ха-
отических колебаний, лежащий в основе сценария И. Помо и П. Манневиля
[351, 421, 460] и связанный с переходом к хаотическому движению через
перемежаемость11. При таком движении всплески хаотического поведе-
ния чередуются (перемежаются) с участками, на которых происходят почти
периодические колебания (рис. 2.167).

Чтобы пояснить механизм, лежащий в основе перемежаемости, рас-
смотрим одномерное отображение вида

xn+1 = ϕ(µ, xn). (2.256)

Будем считать, что график отображения (2.256) при определенном кри-
тическом значении параметра µ = µc касается биссектрисы xn+1 = xn.
Для удобства предположим, что точкой касания является начало координат
x = 0 (рис. 2.168). Разложим вблизи ее функцию ϕ в ряд по степеням xn:

ϕ(µ, xn) = 0 + (µ− µc)ϕ
′
∣∣
x=0

+ xnϕ
′
∣∣
x=0

+ 1
2
x2
nϕ
′′
∣∣
x=0

+ . . . . (2.257)

Теперь, определив соответствующим образом параметр µ и величину xn,
значение (1/2)ϕ′′

∣∣
x=0

можно обратить в единицу. Кроме того, легко видеть,

11Oтметим, что впервые об этом эффекте говорилось в [37, 136].
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Рис. 2.167. Типичная временная зависимость динамических переменных xi при
переходе к хаосу через перемежаемость

что ϕ′
∣∣
x=0

= 1. Следовательно, оставляя в разложении (2.257) члены не
выше второго порядка малости, из (2.256) найдем

xn+1 = (µ− µc) + xn + x2
n. (2.258)

Для такого отображения в случае µ < µc существуют две неподвижные
точки

x∗1,2 = ±√
µc − µ, (2.259)

одна из которых (x∗1) устойчива, а другая (x∗2) неустойчива (рис. 2.168).
Если µ = µc, точки x∗1 и x∗2 сливаются и при µ > µc исчезают. Это соот-
ветствует случаю, когда действительное собственное значение отображения
пересекает единичную окружность в точке +1 (см. раздел 28.2). При этом
перестройка режимов движения в системе представляет собой кризис.

Когда значение параметра µ лишь немного превышает критическое,
т. е. при µ − µc & 0, расстояние между линией (2.258) и биссектрисой
xn+1 = xn будет малым вблизи начала координат x = 0 (рис. 2.168). В этом
случае нетрудно убедиться, что при xn, близких к нулю, потребуется очень
большое число итераций отображения (т. е. много шагов по дискретному
времени n), чтобы покинуть окрестности точки x = 0.

Представим себе теперь, что в отображении ϕ есть также участок, по-
рождающий сложную динамику. Пусть начальная точка x0 такого отобра-
жения находится в интервале [a, b], обозначенном на рис. 2.169. Тогда этому
положению точки x0 будет отвечать определенная последовательность x0,
x1, x2, . . . , порождаемая преобразованием ϕ. На некотором шаге точка xk
этой последовательности обязательно попадает в область вблизи максимума
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Рис. 2.168. Отображение (2.258)
в окрестности начала координат

Рис. 2.169. Пример одномерного отобра-
жения, демонстрирующего режим с пе-
ремежаемостью

функции ϕ и, совершив здесь несколько нерегулярных колебаний, опять бу-
дет отброшена в область малых значений x, после чего процесс повторится
(рис. 2.169). Получаемая в результате такого процесса последовательность
значений x0, x1, x2, . . . не будет содержать циклов никакого конечного пе-
риода.

Обратимся теперь к системам дифференциальных уравнений. Для то-
го чтобы система могла обладать хаотическим режимом, обусловленным
странным аттрактором, число описывающих ее динамических переменных
должно быть больше или равно трем. Если в такой системе перейти к
отображению Пуанкаре, то в этом отображении фазовые траектории будут
представлены некоторым множеством точек, нерегулярным образом запол-
няющих области секущей поверхности. При сильном сжатии отображение
Пуанкаре для многих систем оказывается близким к одномерному, и пове-
дение фазовых траекторий может быть приближенно описано с помощью
одномерного отображения. Когда изображающая точка такого одномерного
отображения долгое время проводит в окрестности начала координат x =
= 0, для динамической системы это означает, что ее поведение будет почти
периодическим.

Покинув область с почти периодическим поведением, фазовая точка
системы попадает в другую область фазового пространства, характеризу-
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ющуюся сложной динамикой. (Эта область соответствует области максиму-
ма отображения, как на рис. 2.169.) Проведя некоторое время там, фазовая
точка выбрасывается из нее и вновь попадает в ту область фазового про-
странства, где происходят почти периодические колебания. При этом фазо-
вая траектория динамической системы никогда не замыкается и не уходит
на бесконечность.

Оценим длительность регулярных колебаний в системе. Для этого за-
метим, что выражение (2.258) при малых xn (т. е. вблизи начала координат)
можно просто заменить дифференциальным уравнением

dx
dl

= (µ− µc) + x2,

где l характеризует число итераций в регулярной области. Интегрирование
этого уравнения дает

l = 1√
µ− µc

arctg

[
x√

µ− µc

]∣∣∣∣∣

x2

x1

.

Теперь, чтобы найти среднюю длину 〈l〉 регулярной области допустим, что
расстояние между точками x1 и x2, расположенных по обе стороны от
начала координат x = 0, много больше чем

√
µ− µc, но не настолько,

чтобы нарушалось разложение (2.258). Тогда на этом интервале arcgt(·)
практически не изменяется и

〈l〉 ∼ 1√
µ− µc

. (2.260)

Таким образом, при подходе к значению µ = µc со стороны µ > µc
(рис. 2.168) длительность пребывания системы в области с нерегулярной
динамикой существенно не меняется, тогда как время, проводимое в об-
ласти с почти периодическими колебаниями, возрастает в соответствии с
соотношением (2.260).

Описанный режим с перемежаемостью появляется путем слияния
устойчивой и неустойчивой неподвижных точек, т. е. через касательную
бифуркацию (рис. 2.168). Однако подобное поведение может возникать и
еще двумя основными путями. Поэтому перемежаемость, которая образу-
ется в результате касательной бифуркации, называют перемежаемостью I
рода.
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Рис. 2.170. Возникновение перемежаемости II рода

Рис. 2.171. Возникновение перемежаемости III рода

Если при увеличении параметра µ функция ϕ(µ, x) изменяется соглас-
но рис. 2.170, то, как нетрудно видеть, также возникает режим с переме-
жаемостью. С переходом µ через бифуркационное значение µc устойчи-
вая неподвижная точка x∗0 = 0 теряет свою устойчивость, сталкиваясь с
неустойчивой неподвижной точкой x∗1, но при этом не исчезает. Это со-
ответствует случаю, когда два комплексно–сопряженных собственных зна-
чения отображения одновременно пересекают единичную окружность (см.
раздел 28.2). Возникающий в результате этой перестройки режим движения
называется перемежаемостью II рода.

Перемежаемость III рода возникает при изменении функции ϕ(x)
как показано на рис. 2.171. При этом действительное собственное значе-
ние отображения пересекает единичную окружность в точке −1, так что
первоначально устойчивая неподвижная точка x∗0 становится неустойчивой.

На рис. 2.170, 2.171 динамика систем, демонстрирующих перемежае-
мость II и III родов, показана вблизи точки x = 0 при помощи диаграм-
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Рис. 2.172. Режим с перемежаемостью, обнаруженный в простой радиотехнической
системе [361]

мы Ламерея. Нетрудно видеть, что в обоих случаях должны наблюдаться
длительные регулярные колебания, пока изображающая точка находится в
области начала координат. При выходе из этой области система может де-
монстрировать хаотические всплески.

Таким образом, при увеличении управляющего параметра, в зависимо-
сти от вида динамической системы, допустимы три вида перемежаемости:
I, II и III родов.

Развитие хаоса по сценарию Помо–Манневиля наблюдалось и чис-
ленно, и экспериментально. Так, исследования квадратичного отображения
подтверждают этот сценарий [202,427]. Система Лоренца в некотором узком
интервале параметров также демонстрирует переход к хаосу через переме-
жаемость [420].

В другой работе [361] авторы изучали явление перемежаемости на при-
мере простой радиотехнической системы. Результаты наблюдений выводи-
лись на осциллограф (рис. 2.172). Хорошо видно, что регулярные участки
перемежаются с хаотическими.

Аналогичный переход к хаосу наблюдался во многих экспериментах,
в частности, в исследованиях конвекции Рэлея –Бенара [232], химической
реакции Белоусова –Жаботинского [61, 470] и др. [217, 320, 422, 532].
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29.3.1 Ренормализационный анализ перемежаемости

Перемежаемость также поддается описанию в рамках ренормализаци-
онного подхода. В отличие от ренормгруппового анализа сценария Фей-
генбаума и Рюэля–Такенса, режим с перемежаемостью допускает точное
решение функционального уравнения.

Коротко остановимся на теории ренормализации перемежаемости, сле-
дуя [201].

Обобщим функцию ϕ, определяемую как (2.258) таким образом, чтобы
при x → 0 она имела вид

ϕ = x+ b|x|z (2.261)

(рис. 2.173а). Нетрудно убедиться в том, что в интервале x ∈ [0, 1] функция
ϕ(ϕ(x)) = ϕ2(x) после соответствующего изменения масштаба демонстри-
рует то же поведение, что и ϕ(x). Действительно, вторая итерация, ϕ2(x),
будет выглядеть как рис. 2.173б. В свою очередь, из рис. 2.173 следует, что
в квадрате, обозначенном пунктиром, ϕ2(x) оказывается подобной исход-
ной функции ϕ(x). Поэтому снова, как это было сделано при изучении
универсальности Фейгенбаума, можно записать

ϕk+1(x) = T ϕk(x) = αϕk

(
ϕk

(
x
α

))
.

При k → ∞ последовательность функций ϕk сходится к неподвижной точ-
ке g(x), т. е.

g(x) = αg
(
g
(
x
α

))
, (2.262)

или
g(αx) = αg(g(x)).

Граничные условия, однако, для этого случая будут иными:

g(0) = 0,

dg

dx

∣∣∣∣
x=0

= 1.
(2.263)

Метод решения функционального уравнения (2.262), предложенный в
работе [359], заключается в том, что исходное отображение x′ = ϕ(x) пред-
ставляется в неявном виде:

F (x′) = F (x) − a,
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Рис. 2.173. Графики ϕ(x) и ϕ2(x) обобщенной функции (2.261)

x′(x) = F−1 [F (x) − a] = ϕ(x), где a — некоторый параметр. Тогда уравне-
ние (2.262) преобразуется к виду αx′′(x) = x′(αx), где x′′ означает второй
шаг итерации, x′′ = ϕ(ϕ(x)). Следовательно, после действия оператора F
получим:

F (αx′′) = F [x′(αx)] = F (αx) − a. (2.264)

Теперь, поскольку F (x′′) = F (x′)−a = F (x)−2a, приходим к выражению:

1
2
F (x′′) = 1

2
F (x) − a. (2.265)

Рассмотрим соотношения (2.264) и (2.265). Они показывают, что для
того, чтобы F соответствовала уравнению (2.262), оператор должен под-
чиняться равенству 1/2F ∗(x) = F ∗(αx). Учесть его позволит следующий
выбор F и α: F ∗(x) = |x|−(z−1), α = 21/(z−1). Отсюда находим выражение
для g(x):

g(x) = (F ∗)
−1

[F ∗(x) − a] =
[
|x|−(z−1) − a

]− 1
z−1

.

Легко видеть, что при a = b(z − 1) (см. (2.261)) эта функция будет удовле-
творять граничным условиям (2.263).



366 Глава 2

Таким образом, в зависимости от показателя степени z, универсальная
постоянная α будет иметь различное значение.

Нельзя утверждать, что мы привели исчерпывающий перечень всех
возможных сценариев развития хаоса. Известны другие, менее распростра-
ненные сценарии, связанные с жестким возникновением странного аттрак-
тора из двоякоасимптотических траекторий [28, 35, 158] (для системы Ло-
ренца такой сценарий реализуется при σ = 10, b = 8/3, 10 < r < 24,74),
с последовательностью удвоения и дальнейшим разрушением двумерных
торов [10, 19, 215, 374], с утроением, учетверением и т. д. предельных цик-
лов [28,70,360], сценарий перехода к хаосу с перемежаемостью типа «тор–
хаос» [283, 479] и др. Мы рассказали лишь о тех путях развития хаоса,
которые достаточно просты и часто наблюдаются в экспериментах и при
численном моделировании.

В заключение отметим, что уравнение (2.262) по виду совпадает
с функциональным уравнением Фейгенбаума–Цветановича (2.230). Это го-
ворит о том, что два таких непохожих сценария перехода к хаосу описы-
ваются в рамках одного и того же формализма. Такое совпадение имеет
глубокие причины. В частности, в логистическом отображении (2.222) по-
явлению цикла периода 3 при µ = 1 +

√
8 предшествует режим с переме-

жаемостью. С превышением критического значения этот цикл претерпевает
обычные бифуркации удвоения периода (рис. 2.122).

30. Подавление хаоса и управление динамическими
системами

Из всего изложенного материала данной главы следует, что динами-
ческий хаос оказывается типичным явлением. Хаотические свойства могут
проявлять самые разнообразные системы, и если хаос не обнаруживается,
то, возможно, лишь потому, что либо он возникает в очень малых областях
параметрического пространства, либо при нефизических значениях пара-
метров.

В связи с этим не так давно стало интенсивно развиваться новое на-
правление в нелинейной динамике, посвященное проблемам предсказуемо-
сти поведения хаотических систем, управления их динамикой и возможно-
сти подавления хаоса. Теоретические и экспериментальные работы в этой
области выявили одно неожиданное и вместе с тем замечательное свой-
ство хаотических динамических систем: они являются весьма податливыми
к внешним воздействиям. Таким образом, была обнаружена возможность
управлять динамикой хаотических систем, т. е. посредством достаточно
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слабых воздействий переводить первоначально хаотические системы на
требуемый динамический режим и тем самым стабилизировать их пове-
дение. Более того, было показано, что для распределенных сред внешнее
воздействие при некоторых условиях приводит к рождению сложных про-
странственно протяженных структур с заданными свойствами.

Под стабилизацией неустойчивого или хаотического поведения обыч-
но подразумевается искусственное создание в изучаемой системе устойчи-
вых (как правило, периодических) колебаний посредством внешних муль-
типликативных или аддитивных воздействий. Иными словами, для ста-
билизации необходимо найти такие возмущения, которые вывели бы си-
стему из хаотического режима на регулярный. При внешней простоте
формулировки этой проблемы ее решение для ряда динамических си-
стем оказывается достаточно сложной задачей. Более того, хотя в насто-
ящее время имеется большое число работ, посвященных этому вопросу
(см. [120, 238, 257, 260, 398, 400, 445, 486, 487, 492]), развить последователь-
ную теорию и более или менее строго обосновать возможность стабили-
зации хаотического поведения удалось пока только для достаточно общих
семейств динамических систем.

Стабилизация хаотического поведения может быть осуществлена дву-
мя различными способами. Первый из них обеспечивает выведение системы
из хаотического на регулярный режим посредством внешних возмущений,
реализованных без обратной связи. Другими словами, этот метод не учиты-
вает текущее состояние динамических переменных системы. Качественно
отличный от данного метод реализуется посредством корректирующего воз-
действия в соответствии с требуемым значением динамических переменных
и, таким образом, вовлекает обратную связь как необходимую компоненту
динамической системы. По установившемуся соглашению, первый способ
стабилизации хаотической динамики называется подавлением хаоса, или
контролированием (иногда управлением или pегулиpованием) хаотической
динамики без обратной связи. Второй способ носит название контролирова-
ние хаоса с обратной связью (controlling chaos). В свою очередь, реализация
каждого из этих методов может быть проведена параметрическим или си-
ловым способами.

Введение обратной связи является определенным преимуществом, по-
скольку в большинстве случаев такой способ управления приводит к требуе-
мому результату: выбранный заранее седловой предельный цикл стабилизи-
руется и, таким образом, исследуемая система выводится на предписанный
режим движения. Однако этот метод эффективен, если только изображаю-
щая точка находится вблизи выбранного цикла. В противном случае необ-
ходимо использовать дополнительные способы воздействия [388, 488–490].
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В то же время, методы без обратной связи не требуют введения постоян-
ного компьютерного слежения за состоянием системы и менее подвержены
воздействиям шумов, что существенно упрощает их использование в при-
ложениях.

Гипотеза о стабилизации хаотических колебаний параметрическим об-
разом в области значений параметровAc, отвечающей существованию толь-
ко хаотического поведения (так чтобы можно было говорить именно о по-
давлении хаоса) впервые была выдвинута и численно получила подтвер-
ждение в публикациях [4, 5] (см. также обзор [400]), где был рассмотрен
класс дифференциальных уравнений с неполиномиальной правой частью.
Впоследствии метод подавления хаоса (без обратной связи) был аналити-
чески обоснован в работах [123, 408]. Однако данное направление полу-
чило широкое распространение после публикаций работ группы из Мэри-
ленда [446, 468], где было показано, что при помощи достаточно слабых
параметрических возмущений возможно стабилизировать практически лю-
бой седловой предельный цикл, вложенный в хаотический аттрактор. Эти
результаты стимулировали изучение вопросов стабилизации хаотического
поведения и вызвали большой интерес к вопросам управления неустойчи-
выми системами.

Поскольку подавление хаоса и управление динамическими системами
подразумевает введение внешнего возмущения, рассмотрим сначала общие
свойства динамических систем, подверженных внешним воздействиями.

30.1 Системы с внешними возмущениями и их свойства

Предположим, что рассматривается динамическая система с некоторым
возмущением:

ẋ = v(x, a), (2.266)

x = {x1, x2, . . . , xn}, v = {v1, v2, . . . , vn}, x(0) ≡ x0, где a — параметр.
Если такое возмущение реализуются посредством мультипликативного воз-
действия по отношению к динамическим переменным xi, то говорят, что
имеет место параметрическое (или мультипликативное) управление, по-
скольку, как правило, параметры мультипликативно включаются в динами-
ческую систему. В этом случае регулирование состоит в такой модифика-
ции функции v в соотношении (2.266), чтобы новая система ẋ = v′(x, a′, t)
имела бы требуемое (выбранное заранее) поведение. Здесь v ′(x, a′, t) =

= v
(
x, a0 + a1(t)

)
и параметр a1(t) обычно является T — периодической

функцией времени. Для параметрических возмущений с обратной связью

учитывается текущее состояние системы, v′(x, a′, t) = v
(
x, a(x(t))

)
, так
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что параметр a изменяется специальным путем, и необязательно периоди-
чески.

Достаточно часто в приложениях встречается ситуация, когда мульти-
пликативное введение внешних возмущений в систему невозможно. Тогда
фазовый поток F t(x, G) (см. §18) разлагается на две составляющие: часть,
соответствующую невозмущенному фазовому потоку, F t(x), и компоненту
F t(G), которая инициируется исключительно возмущениями, F t(x, G) =
= F t(x) + F t(G). В этом случае имеет место аддитивное возмущение, т. е.
v′(x, a′, t) = v(x, a)+g(t), где g(t) обозначает внешнее воздействие. Таким
образом, управление динамикой системы подразумевает приложение сило-
вой компоненты к векторной функции. Поэтому данный тип управления
поведением динамической системы называется силовым. В свою очередь,
если в силовом контроле учитывается обратная связь, то функция v моди-
фицируется как v′i = vi(x, a) + gk(xi(t)), i = 1, 2, . . . , n, 1 6 k 6 n.

По ряду причин параметрический метод имеет определенные преиму-
щества перед силовым. Во-первых, в приложениях к физическим, химиче-
ским, биологическим и другим важным системам часто рассматриваются
величины, которые являются пропорциональными динамическим перемен-
ным xi. Для таких систем v(0, a1, . . . , am) = 0, а гиперповерхности xi
являются инвариантными. Это означает, что система (2.266) отражает ре-

альные процессы только на симплексе X =

{
x
∣∣ xi > 0,

n∑
i=1

xi < const

}
. В

этом случае внешнее аддитивное воздействие может привести к тому, что
фазовые траектории покинут множество X, пересекая гиперповерхности
xj = 0. Поэтому силовое воздействие часто является причиной вырожде-
ния системы или выхода ее на нежелательный режим эволюции. Например,
для биологических систем это означает вымирание части особей. В то же
время, параметрическое воздействие означает изменение ресурсов системы
и, таким образом, является более мягким по сравнению с силовым.

Во-вторых, силовое возмущение гораздо труднее реализовать. Так, для
химических систем силовой контроль подразумевает введение (и соответ-
ственно удаление) дополнительных веществ; для биологических систем та-
кой метод может быть реализован через стерилизацию части особей или
введением в сообщество дополнительных видов.

С другой стороны, в противоположность параметрическому воздей-
ствию, силовой метод, как правило, приводит к требуемому результату для
почти всех систем, поскольку во многих случаях ее естественное поведение
может быть буквально «задавлено» внешней силой.

Формально проблема управления поведением системы (2.266) заклю-
чается в том, чтобы найти такое внешнее возмущение G, при котором фа-
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зовый поток F t(x, G), порождаемый возмущенной динамической системой
ẋ = v′(x, a, G), стремился бы к выбранному подмножеству X(G) ее фазо-
вого пространства. Вследствие воздействия G подмножество X(G) может
как преобразоваться в аттpактоp так и остаться неустойчивым множеством.
В последнем случае возмущения G модифицируют систему (2.266) таким
образом, что фазовые траектории подходят к подмножеству X(G) и оста-
ются в достаточно малой его окрестности U ⊃ X(G) под действием G.
Как правило, в приложениях в качестве подмножества X(G) выбирается
неустойчивый цикл определенного периода.

Для того, чтобы выявить некоторые общие свойства системы (2.266)
с внешними возмущениями, рассмотрим отображение, порождаемое этой
системой:

xn+1 = f(xn, a), (2.267)

где a ∈ A, f = {f1, . . . , fs}, x = {x1, . . . , xs} ∈M . Определим возмущение
G, действующее на множестве допустимых значений параметров A как

an+1 = g(an), an ∈ A. (2.268)

Тогда результирующее возмущенное отображение можно записать в виде

xn+1 = f (xn, an), x ∈ M,

an+1 = g(an), an ∈ A.
(2.269)

Далее ограничимся только периодическими возмущениями периода τ , т. е.
ai+1 = g(ai), i = 1, 2, . . . , τ − 1, a1 = g(aτ ), ai 6= aj , i 6= j.

Теперь, анализируя отображение (2.269), легко понять, что период t
любого цикла периодически возмущаемого отображения (2.267) опреде-
ляется из соотношения: t = τk, где τ — период возмущения и k — по-
ложительное целое. Действительно, если возмущенное отображение имеет
t-периодический цикл, то последовательность координат точек, которые его
формируют, также является периодической с периодом t. Но последователь-
ность параметров a по определению периодична с периодом τ . Поэтому
всегда t = τk, где k — целое.

Здесь, однако, необходимо сделать одно существенное замечание. Ес-
ли спроектировать полученный t-периодический цикл на пространство M
(т. е. рассмотреть систему (2.269) как неавтономную), то возможно полу-
чить цикл, который не может быть назван циклом в обычном понимании.
Причина состоит в том, что точки цикла, которые отличаются друг от друга
только в значении координаты a (если они существуют), спроектируются в

30. Подавление хаоса и управление динамическими системами 371

Рис. 2.174. Цикл возмущенного одномерного отображения в пространстве (x, a) и
его проекция на исходное пространство I

Рис. 2.175. Цикл возмущенного одномерного отображения с совпадающими
x–координатами в пространстве (x, a) и его проекция

одну и ту же точку пространства M . Поэтому изображающая точка возму-
щенного отображения будет по несколько раз попадать в некоторые точки,
формирующие цикл.

Например, для одномерных отображений, s = 1, в общем случае в
проекции на исходное пространство M = I получится цикл периода kτ
(рис. 2.174).

Однако в I возможно получить цикл с совпадающими x-координатами,
когда xi = xm, ai 6= am, i 6= m, где (xi, ai) и (xm, am) — точки цикла отоб-
ражения (2.269). В этом случае на координатной оси получится (P−l) точек
(см. рис. 2.175), где l — число совпадений. В частности, при P = 2 (τ = 2)
вполне возможно в проекции наблюдать только одну фиксированную точ-
ку. Для P > 2 вероятно появление более экзотических циклов. Описанная
ситуация, однако, не является случаем общего положения, и, как правило,
встречается только при специально подобранных возмущениях.

Введение τ -циклического преобразования (2.268) в отображение (2.267)
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означает, что систему (2.269) можно записать как

xn+1 = f (xn, a1) ≡ f1,

xn+2 = f (xn+1, a2) ≡ f2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

xn+τ = f(xn+τ−1, aτ ) ≡ fτ .

(2.270)

Введем в рассмотрение τ функций следующего вида:

h1 = fτ (f τ−1(. . .f 2(f 1(x)) . . .)),

h2 = f1(f τ (f τ−1(. . .f 3(f2(x)) . . .))),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

hτ = fτ−1(fτ−2(. . .f1(f τ (x)) . . .)),

где x = {x1, . . . , xs} и f i = {f (1)
i , . . . , f

(s)
i }, hi = {h(1)

i , . . . , h
(s)
i }, i =

= 1, 2, . . . , τ . Тогда возмущенное отображение (2.269) представится как
преобразование

xτn+(j−1) = hj(xτ(n−1)+(j−1), a1, . . . , aτ ), (2.271)

j = 1, . . . , τ , для которого начальные условия определяются следующим
образом:

x1 = f1(x0), x2 = f 2(x1), . . . , xτ−1 = f τ−1(xτ−2). (2.272)

Теперь легко показать [123], что если отображение, порождаемое функцией
hk, 1 6 k 6 τ , имеет цикл p периода t и функции f k(x) являются непрерыв-
ными, тогда отображение, порождаемое функцией hm, m = k + 1 (mod τ),
также имеет цикл p′ того же периода t. Более того, если цикл p устойчив,
то и цикл p′ также будет устойчивым.

Основной смысл описанного построения (2.270), (2.271) заключается в
том, что исследование отображения с периодическим возмущением можно
существенно упростить. Вместо исходной неавтономной системы (2.269)
достаточно рассмотреть одно из автономных отображений, определяемое
выражением (2.271). Таким образом, вся динамика исходного отображения
(2.269) будет задаваться совокупностью отображений (2.271), которые дей-
ствуют независимо друг от друга и связаны лишь начальными условиями
(2.272). Это справедливо для любого множества допустимых значений A
параметра a динамической системы (2.267) с периодическим возмущением
(2.268).
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30.2 Силовое возбуждение

В работах [364, 365, 411] для управления поведением динамических
систем было предложено использовать так называемое силовое резонансное
воздействие. Хотя такое воздействие можно реализовать далеко не во всех
случаях, его достоинство состоит в том, что оно применимо не только к
хаотическим системам.

Для достижения возможности контроля посредством резонансных воз-
буждений в динамическую систему, находящуюся в хаотическом режиме,
необходимо аддитивно включить внешнее возмущение F (t):

ẋ = v(x, a) + F (t). (2.273)

Далее, пусть требуемая динамика задается функцией y(t), которая удовле-
творяет так называемому уравнению предписанного движения:

ẏ = g(y). (2.274)

Теперь, выбирая возмущение в виде F = g(y(t)) − v(y(t), a) и подставляя
его в (2.273), получим уравнение контролирования:

ẋ = v(x, a) + g(y) − v(y, a). (2.275)

Таким образом, если устремить x → y при t → ∞, то в конечном счете
динамика будет представлена уравнением (2.274).

Отличительной чертой метода управления при помощи резонансных
возбуждений является тот факт, что его практическое применение не огра-
ничивается только хаотическими системами. Однако это возможно далеко
не всегда и существуют начальные условия, для которых поведение не будет
задаваться функцией y(t). Кроме того, этот метод контроля сильно зависит
от знания динамики системы, и малые ошибки в модели (2.273) могут рас-
ти вследствие возмущения F (t). Тем не менее, можно усовершенствовать
контролирование (2.273)–(2.275). Это приведет к большей эффективности
метода резонансных возбуждений [411].

30.3 Метод Отта–Гребоджи–Йорка

Известный параметрический метод с обратной связью, предложенный
в работах [446,468] и получивший широкое продолжение во многих других
публикациях (ссылки см. в [120,238,260,398,445,486,487,492]), основывает-
ся на предположении, что параметры ai системы могут быть преобразованы
в неявные (зависящие от динамических переменных x) функции времени.
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Этот метод позволяет достаточно легко стабилизировать выбранный
цикл, вложенный в хаотический аттрактор. В общем случае такой цикл яв-
ляется седловым. В отображении Пуанкаре12 это соответствует седловой
точке x∗ (рис. 2.176). В ее достаточно малой окрестности поведение си-
стемы представляется неустойчивыми траекториями (штриховые линии на
рис. 2.176): фазовая точка p1 сначала стремится к x∗, повинуясь устойчи-
вому направлению (движение к точке p2), но затем на нее начнет сильно
влиять неустойчивое направление (далее по штриховой линии), и система
покидает окрестность седла x∗. Однако, зная динамику системы, можно
подобрать такие возмущения параметра, чтобы точка p1 двигалась по на-
правлению к устойчивому многообразию. Очевидно, после введения воз-
мущения точка x∗ сместится. Это состояние обозначено на рис. 2.176 как
x∗1. Следовательно, шаг за шагом выбирая возмущения так, чтобы pi оста-
валась вблизи устойчивой сепаратрисы седла, можно добиться практически
устойчивого поведения.

Рис. 2.176. Геометричекая иллюстрация метода Отта–Гребоджи–Йорка.

Формально представленный метод можно описать следующим обра-
зом. Предположим, что вблизи седлового предельного цикла, который нуж-
но стабилизировать, система задается отображением Пуанкаре xn+1 =
= f(xn, a). Допустим, что при a = a0 это отображение имеет неподвижную
точку x∗, т. е. f (x∗, a0) = x∗, отвечающую данному циклу. В окрестности
x∗ для значений параметра a, близких к a0, поведение отображения дается

12Для сложного цикла, имеющего несколько оборотов, рассматривается соответствующая
итерация отображения.
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линейным преобразованием

xn+1 − x∗ = Â (xn − x∗) + B̂(a− a0), (2.276)

где Â — k-мерная матрица Якоби, B̂ — k-мерный вектор-столбец, Â =

= ∂f/∂x, B̂ = ∂f/∂a при x = x∗ и a = a0. Если от итерации к итера-
ции параметр a изменяется, то, определяя xn через линейное отображение
(2.276), можно задать подходящее малое отклонение в значении a от но-
минального a0. В линейном приближении это изменение параметра можно
записать в виде

an − a0 = −L̂T (xn − x∗) ,

где L̂ — k-мерный вектор-столбец и T означает операцию транспонирова-
ния. Следовательно, из (2.276) находим, что

δxn+1 =
(
Â− B̂L̂T

)
δxn,

где δxn = xn − x∗. Таким образом, неподвижная точка x∗ будет стабили-

зирована, если определить L̂ так, чтобы матрица
(
Â− B̂L̂T

)
имела соб-

ственные значения по модулю меньше единицы.
Очевидно, возмущение параметра a вблизи его номинального значе-

ния не должно быть слишком большим. Максимально допустимое отклоне-

ние дается выражением
∣∣∣L̂T(xn − x∗)

∣∣∣. Кроме того, процедура стабилиза-

ции неустойчивых циклов является эффективной, когда фазовая траектория
близка к нужному циклу. Но если она проходит вдали от требуемого поло-
жения, то может пройти достаточно долгое время, прежде чем контролиро-
вание окажется возможным. Если аттрактор эргодический, то практически
любая окрестность оказывается достижимой. Однако когда аттрактор систе-
мы не эргодический и, например, включает устойчивые предельные циклы
(т. е. является квазиаттрактором), то этот метод может быть применен только
для стабилизации некоторых траекторий. Для преодоления этих трудностей
было предложено использовать различные процедуры [388,488–490], позво-
лившие по-новому подойти к проблеме стабилизации неустойчивых циклов,
а также разработать другие способы контроля хаотических динамических
систем (см. [238]).

Хотя описанные методы могут быть использованы достаточно широко
(от стабилизации поведения механических систем до управления сокраще-
ниями сердечной мышцы), основной их недостаток сводится к тому, что,
применяя их на практике, необходимо не только каждый раз задавать по-
ложение изображающей точки (что не всегда возможно), но и учитывать
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уровень шума, поскольку они оказываются весьма податливы к влиянию
шумовых факторов. Чтобы избежать этих трудностей, нужно исключить
обратную связь. Используя силовое воздействие, в достаточно общем виде
такую задачу можно решить [121], опираясь на теорию Мельникова (см. раз-
дел 21.5).

30.4 Подавление хаоса в окрестности сепаратрисы13

Исследуем проблему стабилизации поведения систем с сепаратрисны-
ми контурами. Допустим, что исходные уравнения имеют вид

ẋ = f 0(x) + εf1(x, t), (2.277)

где f0(x) = (f01, f02), f 1 = (f11, f12). Для этой системы мельниковскую
функцию D(t, t0) можно записать следующим образом:

D(t, t0) = −
∞∫

−∞

f0 ∧ f1dt ≡ I [g(x, t)]. (2.278)

Предположим, что величина D(t, t0) знакопеременна, т. е. сепаратрисы пе-
ресекаются. Найдем такое внешнее возмущение f ∗ (ω, t), приложение ко-
торого к системе приводит к ситуации, когда сепаратрисы не могут пересе-
каться, т. е. динамика стабилизируется14:

ẋ = f0(x) + ε [f1(x, t) + f∗(ω, t)] , (2.279)

где f∗ = (f∗1 , f
∗
2 ). Обозначим отрезок, на котором функция D(t, t0) ме-

няет знак, как [s1, s2]. После приложения внешнего возмущения f ∗(ω, t)
возможны два варианта:

D∗(t, t0) > s2 (2.280)

или
D∗(t, t0) < s1, (2.281)

гдеD∗(t, t0) — мельниковское расстояние для системы (2.279). Остановимся
на случае (2.280). При выполнении неравенства (2.281) анализ проводится
аналогично. Тогда

I [g(x, t)] + I [g∗(ω,x, t)] > s2. (2.282)

13Излагаемые ниже результаты получены одним из авторов (А. Ю. Л.) совместно с
А. Р. Джаноевым.

14Можно условно назвать такое возмущение

�

∗ «регуляризующим» или «стабилизирую-
щим».
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Здесь I [g∗(ω,x, t)] = −
∫ +∞

−∞

f 0 ∧ f∗dt. Выражение (2.282) верно для всех

значений левой части неравенства, бо́льших s2. Поэтому всегда найдётся
такое χ, что I [g(x, t)] + I [g∗(ω,x, t)] = s2 + χ = const, где χ, s2 — положи-
тельные. Отсюда

I [g∗(ω,x, t)] = const − I [g(x, t)]. (2.283)

С другой стороны,

I [g∗(ω,x, t)] = −
∞∫

−∞

f0 ∧ f∗dt. (2.284)

Выберем f∗ (ω, t) из класса функций, абсолютно интегрируемых на бес-
конечном участке и разложимых в интеграл Фурье. Примем f ∗ (ω, t) =

= Re{Â(t)e−iωt}, где Â(t)=(A(t), A(t)). Поэтому−
∫∞
−∞ f 0∧{Â(t)e−iωt}dt =

= const − I [g(x, t)]. Обратное Фурье-преобразование дает:

f 0 ∧ Â(t) =

∞∫

−∞

(I [g (x, t)] − const) eiωtdω.

Следовательно,

A(t) = 1
f01 − f02

∞∫

−∞

(I [g (x, t)] − const) eiωtdω.

Величина A(t) может быть интерпретирована как амплитуда «регуляризу-
ющего» возмущения.

Таким образом, для систем, представимых в виде (2.279), внешнее ста-
билизирующее возмущение имеет вид:

f∗1,2 (ω, t) = Re


 e−iωt

f01 − f02

∞∫

−∞

(I [g (x, t)] − const) eiωtdω


 .

Если в качестве примера рассмотреть нелинейный маятник с дисси-
пацией, то для него стабилизирующая функция будет иметь смысл серии
ударов, между которыми движение является свободным. Такое внешнее воз-
действие может быть найдено в явном виде [121].
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30.5 Резонансная и высокочастотная стабилизация

Другой метод подавления хаоса без обратной связи, в котором также
используется теория Мельникова, подразумевает резонансную и высокоча-
стотную стабилизации [257, 313, 386, 397,457].

В качестве примера использования этой процедуры рассмотрим клас-
сический нелинейный осциллятор Дюффинга (2.163), который подробно
описан в разделе 21.5. Перепишем это уравнение в более удобной форме:

ẋ = y,

ẏ = x− x3 − δy + γ cosωt.
(2.285)

Как показано в п. 21.5, при H0 = 0 в такой системе имеется единственная
гиперболическая точка x = y = 0 с сепаратрисной петлей (рис. 2.90а).
Возмущения разрушают эту петлю, что приводит к возникновению хаоса.

Нетрудно найти условие пересечения сепаратрис [116]. В самом деле,
из представления (2.277) и (2.285) получим:

f01 = y, f11 = 0,

f02 = x− x3, f12 = γ cosωt− δy.

Поэтому (см. (2.162))

D = −
+∞∫

−∞

[
γy0(t− t0) cosωt− δy2

0(t− t0)
]
dt.

Таким образом, заменяя переменную интегрирования τ = t− t0 и учитывая
закон движения по сепаратрисе (2.166), приходим к соотношению:

D =
√

2 γ sinωt0

+∞∫

−∞

dτ shτ

ch2τ
sinωτ + 2δ

+∞∫

−∞

th2τ

ch2τ
dτ

или, окончательно,

D =
√

2 πγω schπω
2

sinωt0 + 4
3
δ.

Величина D меняет знак (т. е. сепаратрисы пересекаются и возникает хао-
тическое движение), если

δ <
3
√

2
4

πγω schπω
2
.
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Для выявления возможности подавления хаоса в системе (2.285) в ра-
ботах [313,397,457] было предложено использовать мультипликативное воз-
мущение кубической нелинейности:

ẋ = y,

ẏ = x− β (1 + η cosΩt)x3 − δy + γ cosωt,
(2.286)

Очевидно, эта система — есть уравнение Дуффинга–Холмса (2.165). Для
него, как показано в п. 21.5, расстояние МельниковаD дается соотношением
(2.168).

Для того, чтобы величина D оставалась положительной для всех t0
(что, собственно, и означает стабилизацию хаотического поведения), необ-
ходимо выполнение неравенства

η >

∣∣∣∣∣
6β(A− C)

π(Ω4 − 6Ω2 + 1)csch(πΩ/2)

∣∣∣∣∣ .

Однако это условие не является достаточным. Оно будет таковым, если ча-
стоты Ω и ω являются соизмеримыми. Более того, если отношение Ω/ω
иррационально, то существует значение t0, когда D(t0) меняет знак. При
этом период времени τ , в течение которого происходит двойная смена знака,
можно определить из соотношения A − B − C ' 0. Величина τ , в зави-
симости от Ω, претерпевает скачки в точках, где частоты Ω и ω являются
соизмеримыми. Используя численный анализ, можно убедиться, что хаос
подавляется на частотах Ω ∼ Ω

(k)
R ≡ kΩ

(1)
R , где Ω

(k)
R — гармоники частоты

возбуждения ω уравнения (2.286).
Таким образом, стабилизация хаотической динамики в уравнении

Дюффинга наблюдается при резонансном соотношении частоты внешнего
параметрического возмущения и частоты силовой составляющей.

Если параметрическое возмущение уравнения Дюффинга ввести иначе
[386],

ẋ = y,

ẏ = a(t)x− βx3 − δy + γ cosωt,
(2.287)

где a(t) = a(1 + η cosΩt), то для стабилизации хаотической динамики до-
статочно, чтобы частота Ω была много больше частоты ω.



380 Глава 2

30.6 Подавление хаоса и стабилизация заданных циклов

Неоспоримым преимуществом описанных методов является то, что они
позволяют развить аналитический подход и, в то же время, не требуют
введения обратной связи. Однако ни один из них не дает возможность
управлять системами с неустойчивым или хаотическим поведением. Тем не
менее, если усовершенствовать внешние возмущения, то нетрудно добиться
полного контроля над динамикой системы. Это возможно, если проблему
управления представить как обратную задачу, когда неизвестными являются
параметры, которые можно найти как решения уравнений на заданный цикл
[120, 400].

Для одномерных отображений с критическими точками xc (т. е. такими,
что ∂f(x, a)/∂x|x=xc

= 0) эта задача решается точно15.
Допустим, что отображение интервала I , xn+1 = f(xn, a), x ∈ I , a ∈ A,

удовлетворяет следующим свойствам: (i) существует такое подмножество
σ ⊂ I , что для любых x1, x2 ∈ σ найдется значение a∗ ∈ A, для кото-
рого f(x1, a

∗) = x2; (ii) при любом a ∈ A существует критическая точка
xc ∈ σ. Тогда для любых x2, x3, . . . , xτ ∈ σ найдутся такие x1 и периодиче-
ские возмущения параметра, a1, a2, . . . , aτ , что цикл (x1, x2, . . . , xτ ) будет
устойчивым циклом возмущенного отображения Ta.

Действительно, выберем произвольные величины x1, x2, . . . , xτ . В си-
лу условия (i) решение системы уравнений f(x1, a1) = x2, f(x2, a2) =
= x3, . . . , f(xτ , aτ ) = x1 относительно параметрических значений можно
записать как â = (a1, a2, . . . , aτ ). Это означает, что при периодическом воз-
мущении â = (a1, a2, . . . , aτ ) последовательность (x1, x2, . . . , xτ ) = p явля-
ется циклом периода τ отображения Ta. Чтобы этот цикл p сделать устойчи-
вым, достаточно выбрать элемент x1 близким к критическому значению xc,

поскольку мультипликатор α(p) =
τ∏
i=1

∂f(xi, ai)/∂x и ∂f(x, a)/∂x|x=xc
=

= 0 при любом a. Это гарантирует выполнение условия устойчивости
|α(p)| < 1.

Очевидно, условиям (i), (ii) удовлетворяют семейства отображений
с минимумами или максимумами (см. §24). Поскольку любой цикл ви-
да (xc, x2, x3, . . . , xτ ) при произвольных xi ∈ σ является устойчивым, то
приведенный анализ позволяет практически использовать данный метод
управления динамикой систем, которые эффективно описываются такими
семействами, например, для кодирования информации и пересылке зашиф-
рованных сообщений [130, 131].

15Эти результаты получены одним из авторов (А. Ю. Л.) совместно с С. Д. Рыбалко.
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В прикладных задачах очень важно знать максимально допустимый
уровень шума, не разрушающий стабилизированные циклы. Нетрудно по-
лучить такие оценки.

Пусть стабилизированному циклу (xc, x2, x3, . . . , xτ ) соответствует
возмущение (a1, a2, . . . , aτ ). Предположим, что значения ai слегка измени-
лись: (a′1, a

′
2, . . . , a

′
τ ) = (a1+∆a1, a2+∆a2, . . . , aτ+∆aτ ), |∆ai| 6 εa. Най-

дем максимально допустимое значение εa, при котором возмущенный цикл
сохраняет устойчивость, и исследуем, как в этом случае он исказится, т. е.
определим ∆xi для (x′1, x

′
2, . . . , x

′
τ ) = (xc + ∆x1, x2 + ∆x2, . . . , xτ + ∆xτ ).

Результаты таких вычислений даются следующей точной оценкой [400].
Если

|∆ai| 6 εa = 1

τSaLS
τ−1
x

τ∑
i=1

Six

,

где Sa = max
x,a

|∂f(x, a)/∂a|,L = max
x,a

|∂2f(x, a)/∂x2|, Sx = max
x,a

|∂f(x, a)/∂x|,
то возмущенное отображение имеет устойчивый цикл p′ = (xc + ∆x1, x2 +
+∆x2, . . . , xτ+∆xτ ) периода τ при â′ = (a1+∆a1, a2+∆a2, . . . , aτ+∆aτ )
и

|∆xi| 6 εx = 1
LSτ−1

x

.

Полученные оценки позволяют в каждом конкретном случае эффек-
тивно определять предельно допустимые ошибки в задании необходимых
управляющих параметров.

Рассмотрим в качестве примера возмущенное логистическое отобра-
жение:

xn+1 = anxn(1 − xn),

an+1 = g(an).
(2.288)

Для него множество σ — это интервал [xb, xe], где xb и xe — решение
уравнения xint = f(x, 4), xint — точка пересечения дуги y = 4x(1 − x)
и y = x. Таким образом, [xb, xe] = [1/4, 3/4]. Найдем возмущения â =
= (a1, a2, . . . , aτ ), при которых в отображении (2.288) существует устойчи-
вый цикл периода t = mτ . Очевидно, что при t = τ точки, формирующие
цикл p = (x1, x2, . . . , xt), будут подчиняться следующей системе уравне-
ний:

x2 = a1x1(1 − x1), x3 = a2x2(1 − x2), . . . , x1 = atxt(1 − xt).
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Чтобы решить обратную задачу, т. е. найти значения параметров, при кото-
рых отображение (2.288) имеет данный цикл p, необходимо отсюда выразить
значения ai:

a1 =
x2

x1(1 − x1)
,

a2 =
x3

x2(1 − x2)
,

. . . . . . . . . . . . . . . ,

at =
x1

xt(1 − xt)
.

(2.289)

Ясно, что не для всех возможных xi ∈ (0; 1) полученные значения будут
удовлетворять условию ai ∈ [0; 4]. Однако если это верно, то для любого
цикла p = (x1, x2, . . . , xt) найдутся (a1, a2, . . . , at). Теперь, если мульти-

пликатор |α(p)| =
∣∣∣
t∏
i=1

ai(1 − 2xi)
∣∣∣ < 1, то данный цикл будет устойчивым.

С учетом уравнений (2.289) это приводит к условию

|α(p)| =

∣∣∣∣∣

t∏

i=1

xi+1

xi(1 − xi)
(1 − 2xi)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

t∏

i=1

1 − 2xi
1 − xi

∣∣∣∣∣ < 1. (2.290)

Когда среди точек цикла существует критическая, xc = 1/2, то (1−2xc)/(1−
− xc) = 0 и данное неравенство выполняется, т. е. цикл устойчив.

Множество значений p = (x1, x2, . . . , xt), для которых ai ∈ [0; 4] и удо-
влетворяется неравенство (2.290), образует определенную область в коорди-
натном пространстве. Каждой точке этой области соответствует устойчивый
цикл возмущенного отображения. Используя систему уравнений (2.289),
можно получить соответствующую область в параметрическом простран-
стве [400].

В простейшем случае двухпериодического возмущения (τ = 2) в про-
странстве (x1, x2) область существования устойчивого цикла, как следует
из соотношений (2.289) и (2.290), определяется следующей системой нера-
венств:

0 <
x2

x1(1 − x1)
6 4, 0 <

x1

x2(1 − x2)
6 4,

∣∣∣∣
1 − 2x1

1 − x1

1 − 2x2

1 − x2

∣∣∣∣ < 1.

Выполнение первого и второго неравенств соответствует множеству всех
допустимых значений (x1, x2). Третье неравенство выделяет из этого мно-
жества область существования устойчивых циклов. Решая эту систему, по-
лучим их область существования (рис. 2.177а). Нетрудно построить со-
ответствующую область в пространстве параметров (a1, a2). Для этого
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достаточно использовать соотношение (2.289). Эта область показана на
рис. 2.177б.

Рис. 2.177. Область существования устойчивых циклов периода 2 возмущенного
(τ = 2) отображения (2.288), задаваемая кривыми x2 = 4x1(1−x1) (a), x1 = 4x2(1−
− x2) (b), 5x2 = (3x1 − 2)/(5x1 − 3) (c), x2 = x1/(3x1 − 1) (d), в пространстве
(x1, x2) и кривыми a2 = 1/a1 (e), a2 = 8/[a1(4 − a1)] (f), a1 = 8/[a2(4 − a2)](g) в
параметрическом пространстве (a1, a2)

Для выявления более детального действия отображения (2.288) область
на рис. 2.177а разбита прямыми x1 = 1/2, x2 = 1/2 на четыре части,
окрашенные мозаичным способом. Соответствующие области в простран-
стве (a1, a2) имеют тот же мозаичный рисунок. Поскольку на рис. 2.177б
существуют перекрывающиеся области, то отображение (2.288) является
однозначным, но не взаимно-однозначным. Кроме того, наличие перекры-
вающихся областей указывает на то, что при определенных возмущениях
отображение бистабильно и обладает двумя устойчивыми циклами одно-
временно.

31. Пространственно-временной хаос

До сих пор мы рассматривали только сосредоточенные системы с ко-
нечным числом степеней свободы, которые могут обладать как свойства-
ми регулярного движения, так и свойствами динамического хаоса. Однако
кроме них существуют и распределенные системы. Типичным примером
распределенных систем могут служить активные среды, о которых шла
речь в гл. 1. В распределенных системах кроме регулярного поведения воз-
можно возникновение хаотических пространственно-неоднородных авто-
колебаний, или турбулентности. Такие режимы эволюции распределенной
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системы называют пространственно-временным хаосом. К их числу отно-
сится гидродинамическая турбулентность, фибрилляции сердечной мышцы,
сложные химические колебания и т. п. Здесь мы расскажем о некоторых ре-
зультатах, относящихся к теории пространственно-временного хаоса для
распределенных диссипативных систем.

Фазовое пространство распределенной системы является бесконечно-
мерным. Каждая точка этого функционального пространства отвечает опре-
деленному распределению величин, характеризующих систему (например,
полю температуры, давления, плотности и т. п.). Динамика распределенной
системы описывается дифференциальными уравнениями в частных произ-
водных и состоит в последовательном изменении различных пространствен-
ных распределений. Поскольку каждому такому распределению ставится в
соответствие определенная точка в фазовом пространстве, решение урав-
нений задает фазовую траекторию в этом пространстве. На случай распре-
деленных систем легко обобщаются и многие другие понятия, введенные
выше.

Нас будут интересовать прежде всего диссипативные распределенные
системы. Их эволюция, как известно, сопровождается сжатием фазового
объема. Это означает, что спустя достаточно большой промежуток времени
все фазовые траектории окажутся сосредоточенными на каком-то подмно-
жестве исходного бесконечномерного пространства. В частности, в фазовом
пространстве распределенной системы могут существовать различные (ко-
нечномерные) аттракторы: стационарные точки, замкнутые притягивающие
траектории и т. п. Могут иметься и более сложные конечномерные аттрак-
торы, отвечающие хаотической динамике распределенной системы16.

Существование конечномерных аттракторов в распределенных систе-
мах было показано во многих работах (см., например, [43, 71, 109, 275, 366,
441]). Мы приведем один характерный пример — конвекцию в ячейке Хе-
ле –Шоу [139]. Такая ячейка представляет собой плоский прямоугольный
сосуд, наполненный жидкостью, который равномерно подогревается снизу.
При слабом подогреве жидкость остается в покое. С ростом притока тепла
жидкость приходит в движение, совершая сначала периодические, а затем,
при дальнейшем увеличении подогрева, апериодические колебания. Ясно,
что жидкость в ячейке Хеле –Шоу является распределенной системой, и
полностью ее движение должно описываться уравнениями в частных произ-
водных. Однако оказывается, что установившееся поведение такой системы
может быть очень хорошо аппроксимировано достаточно простой динами-

16В принципе возможны также бесконечномерные аттракторы, но этот вопрос до сих пор
недостаточно исследован.
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Рис. 2.178. Исследование конвекции в ячейке Хеле–Шоу: а — физический экспери-
мент; б — результат численного интегрирования восьми обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, полученных из исходной распределенной системы в рамках
галеркинской аппроксимации [139]

ческой системой из восьми обыкновенных дифференциальных уравнений
(рис. 2.178а, б).

31.1 Размерность вложения

Наименьшее число независимых переменных, однозначно определя-
ющих установившееся движение диссипативной распределенной систе-
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мы, называют (минимальной) размерностью вложения и обозначают как
de [135,447,504]. В приведенном только что примере размерность вложения
равнялась восьми. Размерность вложения аттрактора — это минимальная
размерность фазового подпространства, в которое без самопересечений мо-
жет быть помещено подмногообразие, целиком содержащее этот аттрактор.
Ясно, что размерность подпространства, куда вкладывается аттрактор, боль-
ше размерности аттрактора.

Приведем несколько примеров. Тороидальную поверхность можно вло-
жить в трехмерное пространство. Плоскую кривую — разместить без само-
пересечений на плоскости. Однако пространственная кривая (скажем, до-
статочно сложный цикл на торе) может быть помещена без самопересечений
только в трехмерное пространство. Существует теорема, согласно которой
любое гладкое многообразие размерности m всегда может быть вложено
(помещено без самопересечений) в пространство как минимум размерно-
сти 2m+1 [165,297]. Это означает, в частности, что любые кривые (m = 1)
могут быть вложены в трехмерное пространство.

Странный аттрактор, характеризуемый фрактальной размерностью dF ,
всегда можно вложить в пространство с целочисленной размерностью k,
которая удовлетворяет неравенству k > 2dF + 1 [418, 504]. Разумеется, в
особых случаях для некоторых конкретных аттракторов размерность вло-
жения может быть и меньше, вплоть до значения [dF ] + 1, где [dF ] — целая
часть dF .

Возникает вопрос, как по экспериментальным данным установить раз-
мерность вложения распределенной системы? Ответ дает процедура, пред-
ложенная в [447, 504] и основанная на теореме Такенса ( [504], см. так-
же [418]). Согласно этой процедуре, для определения размерности вложения
достаточно знать, как меняется со временем лишь единственная переменная
в какой-то точке (например, температура или скорость жидкости в экспери-
менте по исследованию конвекции Рэлея –Бенара, см. рис. 2.80). Поясним
идею этого метода.

31.2 Функциональный метод определения размерности вложения

Допустим, что мы изучаем распределенную систему, находящуюся в
установившемся режиме. Тогда, регистрируя изменение какой-либо одной
величины, например, x, через равные промежутки времени τ , мы получаем
последовательность значений

x(t) ≡ y1, x(t+ τ) ≡ y2, . . . , x(t+ (n− 1)τ) ≡ yn, . . . . (2.291)
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Вначале для простоты будем считать, что динамика этой системы эффектив-
но описывается всего одним дифференциальным уравнением 1-го порядка.
Тогда, как легко видеть, последовательность (2.291) будет однозначно опре-
деляться начальным значением y1, а остальные значения yn будут функ-
ционально зависимыми от него, т. е. y2 = f(y1), y3 = f(f(y1)) и т. д. Это
означает, что все точки последовательности (2.291) на плоскости (yn+1, yn)
будут ложиться на определенную линию yn+1 = f(yn).

Предположим теперь, что для описания системы требуется два обык-
новенных дифференциальных уравнения 1-го порядка. В этом случае точки
yn уже не ложатся на линию, а будут сложным образом разбросаны по
плоскости (yn+1, yn). Теперь для однозначного задания последовательно-
сти (2.291) уже недостаточно только y1; требуется дополнительно знать
значение y2. Повторяя эти рассуждения для двух произвольных последова-
тельных значений yn−1, yn, мы видим, что они должны однозначно опре-
делять величину yn+1, т. е. должна существовать функция f , такая, что
yn+1 = f(yn−1, yn).

В общем случае, если размерность динамической системы равна k,
зная k последовательных значений yn, yn−1, . . . , yn−k+1, можно однознач-
но восстановить по ним следующее значение yn+1, т. е. должна существо-
вать некоторая функция f , такая, что yn+1 = f(yn, yn−1, . . . , yn−k+1) для
любого n. Иными словами, величина yn+1 оказывается функционально за-
висимой от yn, yn−1, . . . , yn−k+1.

Метод, предложенный в [447, 504], формулируется следующим обра-
зом. Вначале через равные промежутки времени τ строится последователь-
ность y1, y2, . . . , yn, yn+1, . . . значений какой-либо наблюдаемой величины.
Начиная с k = 1, осуществляется проверка того, будет ли при любом n зна-
чение yn+1 в этой последовательности функционально зависимым от пред-
шествующих k значений yn, yn−1, . . . , yn−k+1. Если такая функциональная
зависимость отсутствует, число k увеличивается на единицу и проверка по-
вторяется. То значение k, для которого функциональная зависимость будет
найдена, дает минимальную размерность вложения de = k.

Рассмотрим теперь практические методы проверки на функциональ-
ную зависимость. Описанный выше способ, заключающийся в геометриче-
ском построении функции yn+1 = f(yn, yn−1, . . . ), уже для размерности
вложения de = 3 является невыполнимым. Вместо него можно использовать
простой геометрический критерий, предложенный в [135] (см. также [245]).

Выберем в последовательности измерений (2.291), начиная с n-го эле-
мента, произвольную последовательность длины k и рассмотрим всевоз-
можные векторы w(n) = {yn−k+1, yn−k+2, . . . , yn−1, yn}. Очевидно, что
все такие векторы принадлежат некоторому k-мерному пространству. За-
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фиксируем одну из подпоследовательностей, начинающуюся с какого-то
номера n0, и обозначим соответствующий вектор как w(0). Рассмотрим
расстояние ρk(n, n0) между произвольным вектором w(n) и этим вектором
w(0):

ρk(n, n0) = |w(n) − w(0)| =

√√√√
k∑

i=1

(yn−k+i − yn0−k+i)
2, (2.292)

а также определим величину

r(n, n0) = |yn+1 − yn0+1|. (2.293)

Построим далее для различных n зависимость r(ρ), откладывая по оси
абсцисс значения ρk(n, n0), а по оси ординат — соответствующие им вели-
чины r(n, n0).

Наличие функциональной зависимости между yn+1 и предыдущими k
членами yn, yn−1, . . . , yn−k+1 означает существование некоторой функ-
ции f , такой, что yn+1 = f(w(n)). Поэтому

r(n, n0) = |f(w(n)) − f(w(0))|. (2.294)

Расстояние ρk(n, n0) стремится к нулю, когда вектор w(n) стремится к w(0).
При этом, как видно из (2.294), r(n, n0) также должно стремиться к ну-
лю. Если же функциональная зависимость отсутствует, то вектор w(n) не
определяет однозначно значение yn+1 и, следовательно, r(n, n0) не будет
стремиться к нулю при уменьшении ρk(n, n0).

Таким образом, процедура нахождения размерности вложения заклю-
чается в следующем. Для различных n необходимо найти значения ρk(n, n0)
и r(n, n0), согласно (2.292), (2.293), и отложить соответствующие точки на
плоскости (r, ρ), последовательно соединив их друг с другом, так что по-
лучится некоторая ломаная линия. Если функциональная зависимость при
выбранном k достигнута, то в области малых значений ρ все участки этой
ломаной располагаются вблизи начала координат. Размерность вложения —
это минимальное значение k, начиная с которого ломаная обладает этим
свойством.

В качестве иллюстрации описанного метода приведем результаты экс-
периментальной работы [183], в которой изучалась геометрия аттракторов
для различных режимов хаоса в распределенной системе. Реализация ал-
горитма вычисления de, согласно формулам (2.292)–(2.294), показана на
рис. 2.179. Видно, что размерность вложения de = 5.
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Рис. 2.179. Проверка функциональной зависимости (k+ 1)-й координаты от преды-
дущих в распределенной системе [183]

31.3 Корреляционная размерность

Более точный метод оценки размерности вложения для распределенных
систем предложен П. Грассбергером и И. Прокаччиа [326, 327]. Этот метод
позволяет также рассчитать так называемую корреляционную размерность
странного аттрактора.

Предположим, как и прежде, что из эксперимента известна последова-
тельность (2.291), построенная по единственной наблюдаемой с фиксиро-
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ванным временем запаздывания τ . Аналогично предыдущему выделим из
этой последовательности различные произвольные подпоследовательности
длины k и построим всевозможные векторы w(n). Определим по формуле
(2.292) расстояние ρk(n, n′) для любой пары w(n), w(n′) таких векторов.
Возьмем некоторое значение l и вычислим корреляционный интеграл Ck(l)
как

Ck(l) = lim
N→∞

1
N2

N∑

n,n′=1

Θ[l− ρk(n, n
′)]. (2.295)

Здесь Θ(z) — ступенчатая функция Хевисайда, такая, что Θ(z) = 0 при
z < 0 и Θ(z) = 1 при z > 0, а N — полное число элементов в последова-
тельности (2.291)17.

Как следует из (2.295), в корреляционный интеграл Ck(l) дают вклад
только те пары векторов w(n) и w(n′), расстояние между которыми меньше
или равно заданной величине l. При малых l корреляционный интеграл
должен стремиться к нулю, т. е.

Ck(l) ∼ lαk . (2.296)

Величину αk можно найти, построив график зависимости lnCk(l) от ln l.
Таким образом, можно вычислить значение αk для различных k, начиная
с k = 1. Оказывается [327], что начиная с некоторого номера величина
αk, т. е. характерный наклон графика lnCk(l) от ln l перестает возрастать
с увеличением k. Это значение k дает размерность вложения аттрактора
de, а предельный тангенс угла наклона — корреляционную размерность ν
данного аттрактора. В общем случае значение корреляционной размерности
не превышает фрактальной размерности dF аттрактора, введенной в разделе
22.3 [326, 327]. Эти две размерности совпадают лишь при равномерном
распределении точек на аттракторе [327].

Приведем пример использования процедуры Грассбергера –Прокаччиа.
В работе [414] методом поглощения светового потока изучалась кон-

векция Рэлея –Бенара. Узкий пучок света, рассеянный небольшим объемом
жидкости, несет информацию о частотах фурье-компонент скорости жид-
кости. По экспериментальной последовательности измерений вычислялась
зависимость lnCk(l) от ln l для различных значений k (рис. 2.180). Из ри-
сунка видно, что при k > 4 наклон графика не меняется, т. е. de = 5.
Корреляционная размерность при этом равна ν ≈ 2,8.

17В реальных условиях вместо предельной величины Ck(l) вычисляется соответствующее
значение для максимальной зарегистрированной последовательности измерений.
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Рис. 2.180. Экспериментальная зависимость корреляционного интеграла Ck от l для
ряда значений k (в логарифмическом масштабе) [414]

В [222, 293] процедура Грассбергера –Прокаччиа использовалась для
обработки электроэнцефалограмм, регистрирующих активность мозга. Ме-
тод Грассбергера –Прокаччиа применялся для определения размерности
вложения de и корреляционной размерности ν также во многих других
экспериментальных исследованиях [71, 286, 295, 431, 531].

Заметим, что для систем с большой размерностью вложения использо-
вать метод Грассбергера –Прокаччиа становится трудно, поскольку при этом
быстро возрастает требуемое число экспериментальных точек N [494].

Процедура Грассбергера –Прокаччиа позволяет не только определять
размерность вложения de и корреляционную размерность ν, но и отличать
динамический хаос от случайного шума, всегда присутствующего в экспе-
рименте [230, 435]. Обобщение понятия корреляционного интеграла дает
возможность оценить снизу КС-энтропию [328]. Для наиболее эффектив-
ного использования процедуры Грассбергера –Прокаччиа имеются рецепты
оптимального выбора времени запаздывания τ [310], а также некоторые
способы увеличения скорости сходимости метода [209, 512].

31.4 Аналитические оценки размерности аттрактора
Ранее обсуждался главным образом вопрос о том, как определить неко-

торые количественные характеристики аттрактора, если известна лишь по-
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следовательность измерений какой-то физической величины, полученной,
например, из экспериментальных данных. Существует, однако, и другая за-
дача. Допустим, что нам известны динамические уравнения, описывающие
некоторую распределенную активную среду. Как, зная эти уравнения, рас-
считать размерность вложения и другие количественные характеристики
пространственно-временного хаоса в такой системе?

В общем случае эта задача не решена. Поэтому ниже мы ограничимся
рассмотрением одного конкретного примера, который играет важную роль
в общей теории активных сред. Рассмотрим осциллирующую активную
среду, которая описывается обобщенным уравнением Гинзбурга –Ландау
(см. раздел 10 главы 1):

η̇ = (α1 − iα2)η − (β1 + iβ2)|η|2η + (D1 + iD2)
∂2η

∂x2
. (2.297)

В [289] получена аналитическая оценка ляпуновской размерности dL для
аттрактора этого уравнения в одномерном случае при периодических гра-
ничных условиях. Пусть x в (2.297) меняется в интервале от 0 до L0. Удобно
ввести параметр Re = α1L

2
0/D1, который играет роль эффективного числа

Рейнольдса для рассматриваемой системы. Если |β2/β1| 6
√

3, то ляпунов-
ские характеристические показатели имеют вид

λn =
(D1

L2
0

)(
Re−(2π)2

[
n
2

])
, (2.298)

где [n/2] означает целую часть числа n/2, n = 1, 2,. . . . Тогда ляпуновская
размерность dL легко рассчитывается по формуле Каплана –Йорке (2.176).
Полученная зависимость dL от Re показана на рис. 2.181.

Нетрудно также получить очень простую верхнюю оценку ляпуновской
размерности dL:

dL 6 2

√
3 Re
4π2

+ 1
4
. (2.299)

Она показана штриховой линией на рис. 2.181. Эта оценка совпадает с
точным значением dL в точках, где dL равна любому нечетному целому
числу. Напомним, что ляпуновская размерность dL дает верхнюю оценку
для фрактальной размерности (см. раздел 22.4).

Кроме того, удается найти нижнюю оценку фрактальной размерности

dF > 1 + 2

[√
Re

2π

]
, (2.300)
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Рис. 2.181. Зависимость размерностей dL

и dF от числа Рейнольдса Re для урав-
нения Гинзбурга – Ландау: точное значе-
ние dL (1), верхняя оценка dL (2), ниж-
няя оценка фрактальной размерности dF

(3) [289]

где квадратные скобки вновь обозначают взятие целой части. На рис. 2.181
она изображена ступенчатой линией.

При выполнении неравенства |β2/β1| >
√

3 можно получить лишь
верхнюю оценку для ляпуновской размерности [289].

Из поведения верхней и нижней оценок dF (2.299), (2.300) при больших
Re следует, что

dF ∼
√

Re
2π

, Re � 1. (2.301)

Этот результат имеет простую физическую интерпретацию: размерность
аттрактора примерно равна «числу независимых степеней свободы» для
рассматриваемой системы при заданном Re. Число степеней свободы мож-
но оценить как L0/Lg, где Lg = 2π

√
D1/α1 есть самая короткая длина

волны для самовозбуждающихся мод. (Все моды, имеющие более корот-
кую длину волны, являются затухающими.) Легко убедиться, что, соглас-
но (2.301), dF ∼ L0/Lg при Re � 1. Понятие эффективного числа сте-
пеней свободы при турбулентном движении впервые ввел в рассмотрение
Л. Д. Ландау [112, 113].

32. Динамика систем сцепленных отображений18

Описание распределенных систем может быть выполнено посредством
иного подхода, когда среда представляется совокупностью взаимодействую-
щих элементов различной природы. Такое дискретное представление сейчас
весьма популярно, поскольку является достаточно эффективным методом

18Результаты этого параграфа получены одним из авторов (А. Ю. Л.) совместно
с С. Д. Рыбалко.
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исследования. При этом дискретизация может быть как пространственная,
так и пространственно-временная. При пространственной дискретизации
исходная система аппроксимируется конечным или счетным набором эле-
ментов, между которыми введен определенный вид связи. Каждый такой
элемент представляет собой некоторую динамическую систему с малым
числом переменных. Если в дополнение к этому динамическая система
задается отображением, то говорят о пространственно-временной дискре-
тизации.

Пространственно-временные дискретные модели называют решеточ-
ными и сеточными. Отдельные элементы при этом представляют собой
точки физического пространства, а характер связи между ними моделирует
взаимодействие исходя из основных физических принципов.

В зависимости от размерности исходной моделируемой системы ре-
шетки сцепленных отображений могут быть одномерными, двумерными
или трехмерными. К исследованию таких моделей сводятся многие задачи
теории нелинейных распределенных сред. Например, некоторые пробле-
мы статистической физики могут быть эффективно изучены посредством
их представления через пространственно-временной аналог, распределен-
ные возбудимые системы часто описывают дискретными аналогами и т. п.
(см. [251, 258, 376–378, 434, 513] и приведенные там ссылки).

Решеточные системы возникают не только при рассмотрении распре-
деленных сред, но также и при изучении процессов, происходящих в систе-
мах, имеющих существенно дискретную структуру как по пространству, так
и во времени. К таким моделям непосредственно приводит ряд задач теории
синхронизации радиогенераторов, биологии, медицины, а также изучение
поведения клеточных автоматов и нейронных сетей (см. [251, 258]).

При исследовании решеток сцепленных отображений естественным
образом возникают следующие вопросы. Если поведение отдельных эле-
ментов является хаотическим, будет ли решетка также проявлять хаотиче-
ские свойства? Хаос подавит окружающий порядок или же порядок в от-
дельных элементах распространится на всю решетку? Наконец, может ли
в первоначально пространственно однородной решетке образоваться опре-
деленная структура, т. е. произойти кластеризация и самоорганизация в ре-
шетке? На эти вопросы нетрудно найти ответ, если иметь критерий локаль-
ного поведения элементов и решетки в целом (см. ниже).

Замена распределенных сред их дискретным аналогом подразумевает
адекватность непрерывного физического пространства дискретным с пра-
вильно выбранной связью между элементами. Однако даже при удачном
выборе полученная решеточная модель далеко не всегда описывает богат-
ство всех явлений, наблюдаемых в распределенных системах. Поэтому за-
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частую прибегают к рассмотрению таких решеток, чтобы при изменении
управляющих параметров они демонстрировали широкий спектр явлений,
присущих распределенной среде [376–378].

Таким образом, при построении решеток, аппроксимирующих исход-
ную среду, прежде всего необходимо подобрать вид отображения, которое
задет временну́ю эволюцию в каждом элементе. Такой выбор определяет
локальное фазовое пространство X , на котором действует преобразование
f : X → X ,

xn+1 = f(xn, a), x ∈ X, (2.302)

где a — параметр. При этом фазовым пространством всей решетки является
прямое произведение всех локальных пространств отдельных элементов.
Как правило, в качестве преобразования (2.302) выбирается одномерное
отображение.

Второй основной задачей является определение связей между элемен-
тами. Для двумерной решетки, состоящей из L × K элементов, в общем
случае такую связь можно определить преобразованием

x(l, k) = g
(
x(1, 1), x(1, 2), . . . , x(1,K), x(2, 1), x(2, 2), . . . , x(2,K), . . . ,

x(L, 1), x(L, 2), . . . , x(L,K)
)
.

(2.303)
Следовательно, динамика решетки связанных отображений может быть
представлена в виде композиции двух отображений (2.302) и (2.303). Тогда
за один шаг по времени значение элемента под номером (l, k), l = 1, . . . , L,
k = 1, . . . ,K, будет изменяться по закону

xn+1(l, k) = g
(
f (xn(1, 1), a) , f (xn(1, 2), a) , . . . , f (xn(1,K), a) ,

f (xn(2, 1), a) , f (xn(2, 2), a) , . . . , f (xn(2,K), a) , . . . ,

f (xn(L, 1), a) , f (xn(L, 2), a) , . . . , f (xn(L,K), a)
)
,

(2.304)
так что поведение всей решетки распадается на временно́е, задаваемое
функцией f , и пространственное, определяемое преобразованием g.

Хотя большинство результатов, относящихся к связанным отображени-
ям, получены именно для такого разложения, было бы совершенно непра-
вильно утверждать, что это представление является общим. Например, при
дискретизации некоторых уравнений в частных производных, описываю-
щих реальную распределенную среду, возникают преобразования, когда оба
отображения f и g действуют одновременно.
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Наиболее часто исследуются решетки, когда каждый элемент тем или
иным образом взаимодействует только со своими ближайшими соседями
(см., например, [251, 258, 434, 513] и приведенные там ссылки). При таком
взаимодействии, как правило, изучается диффузионный вид связи элемен-
тов. Он используется, в основном для моделирования таких явлений, как
пространственно-временной хаос, структурообразование, самоорганизация
и др. [226, 253, 258, 376–378, 433, 513, 536] (см. также цитированную там
литературу).

В данном параграфе мы подробно исследуем только одномерные систе-
мы (т. е. цепочки) сцепленных отображений. Для них диффузионная связь
означает, что состояние элементов (2.304) задается преобразованием в сле-
дующей форме:

xn+1(k)=f (xn(k), a) +ε
2

(
f (xn(k−1), a)−2f (xn(k), a) +f (xn(k+1), a)

)
,

(2.305)
где ε — коэффициент диффузии, a — параметр. Такая связь характерна тем,
что поведение каждого элемента как бы сглаживается действием окружаю-
щих его соседей, и это сглаживание тем сильнее, чем больше величина ε
(рис. 2.182).

Рис. 2.182. Диффузионное сцепление элементов (2.305) в цепочке связанных отоб-
ражений

Наряду с диффузионным типом связи вида (2.305) часто исследуется
поведение отображений, задаваемых соотношением

xn+1(k) = f (xn(k), a) + ε
2

(
xn(k − 1) − 2xn(k) + xn(k + 1)

)
, (2.306)

где x ∈ [0, 1], a — параметр нелинейности и ε — коэффициент взаимодей-
ствия между элементами. Такой выбор связи означает, что в системе (2.306)
пространственное и временно́е преобразования происходят одновременно.
Данное приближение можно использовать при анализе однокомпонентных
активных сред (см. ниже).

Помимо представленных видов взаимодействия иногда рассматривает-
ся так называемая потоковая модель, аппроксимирующая свободное тече-
ние жидкости. В этом случае цепочка представляет собой систему односто-
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ронне связанных отображений [380, 381] (рис. 2.183):

xn+1(k) = f (xn(k), a) + ε
(
f (xn(k − 1), a) − f (xn(k), a)

)
, (2.307)

Рис. 2.183. Потоковая модель (2.307) цепочки связанных отображений

Еще один вид связи предполагает глобальное сцепление, когда каждый
элемент сети связан с каждым [373, 379, 453].

Очевидно, что в дополнение к виду связи необходимо указать поведе-
ние системы на границе. Наиболее часто связанные отображения задаются
со свободными или периодическими граничными условиями. Свободные
граничные условия определяются соотношениями x(0) = x(K + 1) ≡ 0
(или x(0) ≡ 0 для систем вида (2.307)). При периодических граничных
условиях необходимо положить x(k) = x(K + k), k = 1, . . . ,K.

Если все элементы, составляющие решетку сцепленных отображений,
одинаковы, то такая решетка называется однородной. Меняя управляющий
параметр и величину диффузии (или силу связи), можно исследовать фа-
зовую диаграмму, возможные фазовые переходы и возникающие при этом
пространственно-временные картины.

Когда параметры в элементах различны или же некоторые из них пред-
ставлены другими отображениями, то такая система уже не будет однород-
ной и ее исследование является намного более сложной задачей [128, 129].
При этом неоднородности (которые часто называют «дефектами») могут
быть самые разные: от отдельных дефектов до периодической неоднород-
ности по всему пространству.

Практически во всех работах, посвященных изучению диффузионно
взаимодействующих отображений, исследуются (и, как правило, численно)
однородные решетки. Однако очевидно, что с физической точки зрения од-
нородность пространства (в данном случае идентичность всех элементов) —
это идеализация, принятая для упрощения анализа.

Математически решетки связанных отображений с конечным числом
элементов представляют собой динамическую систему с конечным числом
степеней свободы. Вычисление основных характеристик такой динамиче-
ской системы сопряжено с большими трудностями либо в принципе невоз-
можно. Более того, многие величины, на основе которых можно судить
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об эволюции отдельных элементов и всей решетки (показатели Ляпуно-
ва, пространственный и временной спектры, скорость убывания временных
корреляций и др.), отражают характер только асимптотического поведения
при t → ∞ и в целом по пространству [319, 370]. Очевидно, для решеток
связанных отображений знание этих величин не представляет значитель-
ного интереса. Важнее найти характеристики, описывающие их локальные
свойства и эволюцию во времени и пространстве.

Настоящий параграф посвящен исследованию неоднородных систем
одномерных сцепленных отображений. Мы покажем, как описать некото-
рые из таких моделей аналитически и представим достаточно эффективный
метод численного анализа, позволяющий определять как поведение отдель-
ных элементов и динамику всей решетки в целом, так и визуализовать
эволюцию системы [128]. Он выгодно отличается от других имеющихся
методов (см. [376–378, 433, 434]) своей простотой и наглядностью.

32.1 Модель однокомпонентной активной среды

Остановимся сначала на модели (2.306). Она допускает аналитическое
решение и поэтому мы опишем ее подробно.

32.1.1 Однородная среда

Перепишем систему K диффузионно сцепленных отображений (2.306)
в виде

xn+1(k) = G(xn(k), α, γ) + ε
(
xn(k + 1) − 2xn(k) + xn(k − 1)

)
(2.308)

с периодическими граничными условиями xn(k + K) ≡ xn(k), где k =
= 1, 2, . . . ,K — дискретная пространственная координата, n = 0, 1, 2, . . . —
дискретная временна́я координата, ε > 0 — коэффициент диффузии, кото-
рый считается постоянным, и α > 0, γ — параметры. В качестве функции
G будем рассматривать следующую:

G(x, α, γ) =






(1 − 2α)x− γ, x < 1/2;

(1 − 2α)x− γ + 2α, x > 1/2.

(2.309)

Функция G(x, α, γ) выбрана в таком виде не случайно. Система отобра-
жений (2.308) с элементами вида (2.309) является дискретным вариантом
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базовой модели однокомпонентной одномерной активной среды, описыва-
емой уравнением типа Колмогорова–Петровского–Пискунова:

∂U(x, t)

∂t
= D

∂2U(x, t)

∂x2
+ Φ(U).

Как известно, это уравнение часто встречается в задачах биофизики, те-
ории горения, химической кинетике (например, в реакции Белоусова–
Жаботинского), твердотельной электронике и т. д. (см., например, [1, 59,
86, 221]).

Легко видеть, что G(x, α, γ) — кусочно–линейная функция, график
которой имеет постоянный наклон, равный (1 − 2α). В зависимости от
значений параметра α отображение, порождаемое функцией G, может об-
ладать качественно различными типами поведения. При 0 < α < 1 (см.
рис. 2.184а) в зависимости от величины γ оно имеет одну или две устой-
чивые точки A и B. При α > 1 наклон графика отображения превышает по
модулю единицу (см. рис. 2.184б), что соответствует экспоненциальному
разбеганию близких траекторий. При этом, если движение фазовой точки
является финитным, динамика будет хаотической (см. раздел 25.1)).

Рис. 2.184. Отображение, порождаемое функцией G(x,α, γ) при α = 0, 25, γ = −
−0, 2 (а) и α = 1, 25, γ = −1 (б)

Однородная модель (2.308), составленная из сцепленных функций ви-
да (2.309), была подробно описана в монографии [39]. Приведем основные
результаты этого исследования. Систему (2.308), (2.309) можно рассматри-
вать как K-мерное кусочно-линейное отображение. Поскольку G(x, α, γ) —
кусочно-линейная функция с одинаковой производной, то дифференциал
Df отображения f — постоянная матрица. Поэтому легко определить ля-
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пуновские показатели λi такого отображения. Если ρs — собственные чис-
ла Df , то λs = ln |ρs|. Когда среди всех ρs имеется собственное число,
лежащее на комплексной плоскости вне единичного круга, то любая траек-
тория отображения f неустойчива. В противном случае динамика модели
будет регулярной.

Таким образом, вопрос о том, каким является поведение системы, сво-
дится к изучению расположения корней ρs. Характеристический многочлен
дифференциала K-мерного отображения выражается через определители
трехдиагональных матриц разной размерности, для которых можно полу-
чить рекуррентные соотношения. Рассматривая эти соотношения как раз-
ностные уравнения с заданными начальными условиями, нетрудно найти их
решения, которые будут пропорциональны полиномам Чебышёва от линей-
ной функции собственных чисел Df . Теперь, используя свойства полиномов
Чебышёва, можно показать, что характеристический многочлен сводится к
квадратному трехчлену от известной функции ρs. Вычисление значений ρs
и анализ их расположения на комплексной плоскости приводят к разбие-
нию пространства параметров системы отображений (2.308), (2.309) на две
области (см. рис. 2.185):

• область D1, задаваемую такими параметрами α и ε, что все собствен-
ные числа дифференциала отображения f по модулю меньше единицы,
так что модель обладает регулярной динамикой;

• область D2, определяемую условием, что среди собственных значений
ρs есть по крайней мере один корень, удовлетворяющий неравенству
|ρs| > 1. При этом в общем случае динамика может быть инфинит-
ной. Однако при финитности движения можно говорить о хаотическом
поведении системы (2.308), (2.309) [258].

Рис. 2.185. Пространство параметров однородной кольцевой цепочки диффузионно
связанных отображений (2.308), (2.309)
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Система (2.308), (2.309) является пространственно однородной в том
смысле, что все составляющие ее элементы одинаковы. Однако наша цель —
рассмотреть пространственно неоднородную модель. Неоднородность мо-
жет быть связана либо с тем, что в разных точках пространства действуют
различные отображения, либо с тем, что отображения одинаковы во всех
элементах, но их параметры различны.

Для возможности проведения аналитического исследования остано-
вимся на последнем случае, т. е. допустим, что каждый элемент по-
прежнему является кусочно–линейным отображением (см. (2.309)), но, в от-
личие от однородного случая, будем считать, что имеются два типа эле-
ментов, отличающиеся друг от друга значением параметров αi функции
G(xi, αi, γ)

19. Предположим, что одному типу элементов соответствует па-
раметр α, а другому — параметр β. Чтобы избежать краевых эффектов,
как и для однородного случая (2.308), будем считать, что цепочка замкнута
в кольцо, т. е. xn(k +K) ≡ xn(k).

Мы подробно исследуем два качественно различных случая: модель с
периодически расположенными неоднородностями и модель с единствен-
ным дефектом.

32.1.2 Кольцевая модель с периодической неоднородностью по
пространству

Периодическая пространственная неоднородность означает, что в це-
почке чередуются элементы с различными значениями параметра функ-
ции G. При чередовании «через один элемент» такую цепочку можно запи-
сать как

xn+1(k) =





G(xn(k), α, γ) + ε
(
xn(k + 1) − 2xn(k) + xn(k − 1)

)
,

для нечетных k,

G(xn(k), β, γ) + ε
(
xn(k + 1) − 2xn(k) + xn(k − 1)

)
,

для четных k,
(2.310)

где xn(k + K) ≡ xn(k), функция G по-прежнему задается соотношени-
ем (2.309) и число элементов K четное (в противном случае цепочка (2.310)
не замкнется в кольцо). Исследуем, при каких значениях параметров α, β

19Вообще говоря, элементы могут различаться и величиной параметра γ. Но, как будет видно
из дальнейшего изложения, характер динамики как неоднородной, так и однородной системы
не зависит от γ.
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и ε периодически неоднородная кольцевая модель (2.310), (2.309) будет об-
ладать качественно различными режимами поведения. Для этого вычислим
показатели Ляпунова, используя описанную выше технику.

Дифференциал K-мерного отображения, порождаемого системой ви-
да (2.310), с учетом граничных условий имеет вид:

Df≡QK=




1 − 2ε− 2α ε 0 . . . ε

ε 1 − 2ε− 2β ε . . . 0

0 ε 1 − 2ε− 2α . . . 0

...
...

...
. . .

...

ε 0 0 . . . 1− 2ε− 2β



.

Чтобы найти собственные значения ρs, s = 1, 2, . . . ,K, матрицы QK , вы-
числим детерминант

det(QK − ρIK) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2z1ε ε 0 0 . . . ε

ε 2z2ε ε 0 . . . 0

0 ε 2z1ε ε . . . 0

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 . . . ε

ε 0 0 0 . . . 2z2ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

где z1 и z2 определяются из соотношений 1− 2ε− 2α− ρ = 2z1ε, 1− 2ε−
−2β−ρ = 2z2ε. Разлагая его по первой строке, получим: det(QK−ρIK) =

= 2z1εBK−1 − ε2BK−2 − 2εK − ε2B̂K−2, где

BK =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2z1ε ε 0 . . . 0
ε 2z2ε ε . . . 0
0 ε 2z1ε . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2z2ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, B̂K =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2z2ε ε 0 . . . 0
ε 2z1ε ε . . . 0
0 ε 2z2ε . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2z1ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Легко видеть, что B̂K(z1, z2) получается из BK(z1, z2) заменой z1 ↔ z2.
Поэтому нетрудно найти BK(z1, z2) с помощью рекуррентного соотноше-
ния. Разлагая BK по первой строке, найдем:

BK =






2z1εBK−1 − ε2BK−2, для четных K;

2z2εBK−1 − ε2BK−2, для нечетных K.
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Отсюда легко выразить детерминанты нечетного порядка через детерми-
нанты четного порядка,

B2K+1 =
B2K+2 + ε2B2K

2z1ε
, (2.311)

и получить рекуррентное соотношение для детерминантов четного порядка:

B2K = ε2(4z1z2 − 2)B2K−2 − ε4B2K−4. (2.312)

Это соотношение можно интерпретировать как разностное уравнение с на-
чальными условиями

B0 = 1, B2 = ε2(4z1z2 − 1). (2.313)

Тогда, решая систему (2.312), (2.313) и учитывая (2.311), получаем:

BK(z1, z2) =





εKUK(z), для четных K,

εK
√
z2
z1
UK(z), для нечетных K,

где UK(z) — полином Чебышёва второго рода. В свою очередь, соотношения
для B̂K(z1, z2) имеют вид:

B̂K(z1, z2) =





εKUK(z), для четных K,

εK
√
z1
z2

UK(z), для нечетных K.

Используя соотношения для BK−1, BK−2 и B̂K−2, находим:

det(QK − ρIK) = 2εK
(
zUK−1(z) − UK−2(z) − 1

)
. (2.314)

Теперь нетрудно определить собственные значения дифференциала
отображения (2.310), (2.309). Из (2.314) следует, что

zUK−1(z) − UK−2(z) − 1 = 0, (2.315)

или TK(z) − 1 = 0. Здесь мы воспользовались соотношением между поли-
номами Чебышёва второго рода UK(z) и первого рода TK(z). Поскольку

TK(z) =

(
z −

√
z2 − 1

)K
+
(
z −

√
z2 − 1

)−K

2
,
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где z2 = z1z2, то, полагая t = z −
√
z2 − 1, из (2.315) получим:

1
2

(
tK + 1

tK

)
− 1 = 0,

или
(
tK − 1

)2
= 0. Следовательно, ts = ei2πs/K и zs = cos(2πs/K), s =

= 1, 2, . . . ,K. Вспоминая, что 2z1ε · 2z2ε = 4z2ε2, приходим к несложному
уравнению:

(1 − 2ε− 2α− ρ)(1 − 2ε− 2β − ρ) = 4ε2 cos2
(
s2π
K

)
.

Решая его относительно ρ, найдем набор собственных значений дифферен-
циала отображения (2.310), (2.309):

ρs1,2 = 1 − 2ε− α− β ±
√

(α− β)2 + 4ε2 cos2
(
s2π
K

)
, (2.316)

где s = 1, 2, . . . ,K/2. Динамика системы (2.310), (2.309) будет полностью
регулярной, если все значения ρs будут находиться внутри единичного круга
на комплексной плоскости. Поскольку все ρs1,2 действительны, то условие
существования регулярной динамики выполнено, когда

2ε+ α+ β >
√

4ε2 + (α− β)2, ε+
α + β

2
+

√

ε2 +

(
α− β

2

)2

< 1.

Так как ε, α, β > 0, то первое неравенство этой системы выполняется
всегда. В свою очередь, область в пространстве параметров, где λs > 0,
удовлетворяет условиям ε+ (α+ β)/2 +

√
ε2 + (α− β)2/4 > 1.

Граница раздела областей с качественно различной (регулярной и хао-
тической) динамикой — это поверхность в трехмерном пространстве пара-
метров (α, β, ε), которая, очевидно, задается выражением

ε+
α+ β

2
+

√

ε2 +
(α− β)2

4
= 1. (2.317)

Для наглядности приведем сечения фазового пространства системы (2.310),
(2.309) плоскостями δ = const, где δ = β − α — параметр неоднородности
(рис. 2.186). Пусть D1 обозначает область регулярной динамики, а D2 —
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Рис. 2.186. Сечения плоскостями δ = const пространства параметров модели (2.309),
(2.310) при −1 < δ < 0 (а) и 0 < δ < 1 (б)

область, где λs > 0. Граница раздела этих областей задается уравнением,
вытекающим из (2.317). Для сравнения на этом же рисунке пунктирной
линией представлена граница раздела областей D1 и D2 для однородной
(δ = 0) системы сцепленных отображений (см. рис. 2.185).

Легко видеть, что при δ > 1 при любых значениях ε, α модель проявля-
ет хаотическую динамику. При δ < 1 появляется область D1, где динамика
регулярна. Эта область в определенном диапазоне значений параметров
0 < δ < 1 будет подобластью области регулярного поведения для однород-
ной модели. При −1 < δ < 0 среди значений параметров ε, α существуют
такие, при которых неоднородная модель имеет регулярную динамику, то-
гда как однородная — хаотическую. Ограничение α > −δ соответствует
условию β > 0. При δ < −1 область D1 исчезает, и при всех возмож-
ных значениях ε, α модель (2.310), (2.309) проявляет только хаотические
свойства.

Непосредственно из рис. 2.186 следует возможность двух качественно
различных вариантов: параметр α принадлежит области порядка, β — об-
ласти хаоса с λs > 0, а общая динамика является регулярной, и наоборот,
общая динамика периодически неоднородной модели может быть хаоти-
ческой. Реализация того или иного случая зависит от величины параметра
диффузии ε.

32.1.3 Кольцевая модель с единственным дефектом

Рассмотрим теперь другой интересный случай пространственно неод-
нородной модели диффузионно сцепленных отображений: систему с един-
ственным «дефектом». Этот случай означает, что один из составляющих ее
K элементов имеет параметр β (см. (2.309)), а остальные (K − 1) элемен-
тов — параметр α. Без потери общности будем считать, что выделенный
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элемент находится в точке k = 1:

xn+1(k) =





G(xn(k), α, γ) + ε
(
xn(k − 1) − 2xn(k) + xn(k + 1)

)
,

k = 2, 3, . . . ,K,

G(xn(1), β, γ) + ε
(
xn(K) − 2xn(1) + xn(2)

)
,

k = 1,
(2.318)

где xn(k +K) ≡ xn(k), k = 1, 2, . . . ,K. Пусть по-прежнему функция
G(x, α, γ) задается выражением (2.309). Определим дифференциал соот-
ветствующего отображения для системы (2.318), (2.309):

Df≡QK=




1 − 2ε− 2β ε 0 . . . ε
ε 1 − 2ε− 2α ε . . . 0
0 ε 1 − 2ε− 2α . . . 0
...

...
...

. . .
...

ε 0 0 . . . 1 − 2ε− 2α



.

(2.319)
Если использовать для нахождения ляпуновских показателей модели
(2.318), (2.309) ту же технику, что и ранее, то решение характеристического
уравнения для дифференциала отображения (2.319) сведется к определению
корней многочлена порядка 2N + 2. Это можно сделать только численно,
и поэтому для исследования этой модели применим несколько иной подход.

Пользуясь оценкой собственных значений матрицы (2.319) по теореме
Гершгорина [191], построим оценку области регулярной динамики систе-
мы (2.318), (2.309). Согласно утверждению этой теоремы, все собственные
числа матрицы A = {aij}k×k принадлежат объединению кругов на ком-
плексной плоскости:

ρs ∈
k⋃

i=1

{
z ∈ C : |z − aij | 6 R′i

}
, s = 1, 2, . . . ,K,

где R′i — либо строчная почти-норма матрицы A, R′i =
∑
j=1, j 6=ik |aij |,

либо столбцевая почти-норма матрицы A, R′j =
∑

i=1, i6=jk |aij |. Так как
дифференциал (2.319) представляет собой действительную симметричную
матрицу, то, во-первых, строчная и столбцевая почти-нормы совпадают, а,
во-вторых, собственные значения Df являются действительными. Следова-
тельно, круги Гершгорина преобразуются в интервалы на действительной

32. Динамика систем сцепленных отображений 407

оси:

ρs ∈
k⋃

i=1

{
z ∈ R : |z − aij | 6 R′i

}
, s = 1, 2, . . . ,K.

Так как ε > 0, из (2.319) легко определить R′i:

R′i =

k∑

j=1
j 6=i

|aij | = |ε| + |ε| = 2ε.

Поскольку R′i не зависит от i и в дифференциале Df (2.319) присутствует
только два типа различных диагональных элементов, то собственные зна-
чения Df принадлежат объединению двух интервалов:

{
z ∈ R : |1 − 2ε− 2α− z| 6 2ε

}⋃{
z ∈ R : |1 − 2ε− 2β − z| 6 2ε

}
.

Тогда, учитывая, что α, β, ε > 0, получим оценку сверху для модуля соб-
ственных значений Df :

|ρs| 6





β + 2ε, α < β,

α+ 2ε, α > β.

Таким образом, область D̃1 в пространстве параметров (α, β, ε), удовлетво-
ряющая условиям

D̃1 :






β + 2ε < 1, при α < β,

α+ 2ε < 1, при α > β,

(2.320)

соответствует регулярной динамике неоднородной модели (2.318), (2.309),
а область

D̃2 :






β + 2ε > 1, при α < β,

α+ 2ε > 1, при α > β,

(2.321)

соответствует положительным λs (рис. 2.187).
Область D̃1 является нижней оценкой области регулярной динамики,

так как она получена с помощью оценки сверху собственных значений
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Рис. 2.187. Оценка области регулярной динамики неоднородных цепочек с двумя
типами элементов в пространстве параметров (α, β, ε)

дифференциала отображения. Любая точка пространства параметров из D̃1

будет соответствовать регулярной динамике модели, а любая точка из D̃2 —
либо регулярной, либо, если движение финитно, хаотической динамике.

Полученная оценка верна не только для рассмотренной модели с одним
«дефектом», но и для целого класса кольцевых систем отображений с диф-
фузионной связью вида (2.308), характеризующихся наличием двух типов
элементов (с разными параметрами αi функции G(xi, αi, γ)). Дело в том,
что в данном случае количество элементов каждого типа и их взаимное рас-
положение не имеют значения. В самом деле, почти-нормы дифференциа-
лов отображения всех таких систем совпадают и центры двух возможных
интервалов, в которых, по теореме Гершгорина, содержатся собственные
значения Df , также общие.

Согласно следствию из теоремы Гершгорина, если два интервала, в ко-
торых проводится оценка ρs, не пересекаются, происходит «кластеризация»
собственных значений, т. е. q собственных значений ρs, s = 1, 2, . . . , q, бу-
дут лежать внутри одного интервала, а (K − q) собственных значений ρs,
s = q + 1, q + 2, . . . ,K, — внутри другого интервала. Здесь q — число эле-
ментов с параметром α и, соответственно, (K − q) — число элементов с
параметром β. Однако учет этого свойства не позволяет улучшить оценку
области регулярной динамики.

Сравним оценку (2.320) с точным результатом, полученным для кольце-
вой модели с пространственно периодической неоднородностью (см. выше).
Очевидно, эта модель относится к классу, для которого приведенная оценка
остается справедливой. Для наглядности построим сечения δ = const об-
ласти D1, соответствующей регулярной динамике системы (2.310), (2.309),
и ее оценки D̃1 (рис. 2.188). Из этого рисунка следует, что оценка (2.320)
области регулярной динамики достаточно хорошо приближает истинное по-
ведение модели, но не отражает того факта, что при −1 < δ < 0 область
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Рис. 2.188. Оценка и точный результат для области регулярной динамики модели
с периодической неоднородностью при −1 < δ < 0 (a) и 0 < δ < 1 (б)

регулярной динамики для системы (2.310), (2.309) шире области с тем же
типом поведения для пространственно однородного случая.

Вернемся теперь к системе отображений (2.318), (2.309), простран-
ственная неоднородность которой связана с наличием только одного «де-
фекта», и численно найдем собственные значения дифференциала отобра-
жения (2.319). Для этого случая характеристический многочлен можно за-
писать следующим образом:

det(QK − ρIK) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2zε+ 2(α− β) ε 0 . . . ε
ε 2zε ε . . . 0
0 ε 2zε . . . 0
...

...
...

. . .
...

ε 0 0 . . . 2zε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

где 2zε = 1 − 2ε − 2α − ρ. Разлагая det(QK − ρIK) по первой строке,
получим:

det(QK − ρIK) = [2zε+ 2(α− β)]BK−1 − 2ε2BK−2 − 2(−1)KεK , (2.322)

где

BK =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2zε ε 0 . . . 0
ε 2zε ε . . . 0
0 ε 2zε . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2zε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Как и ранее, используя разложение BK по первой строке, найдем рекур-
рентное соотношение: BK = 2zεBK−1 − ε2BK−2. Его можно интерпре-
тировать как разностное уравнение с начальными условиями B1 = 2zε,
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B2 = ε2(4z2 − 1), решение которого дается соотношением

BK = εKUK(z), (2.323)

гдеUK(z) — полином Чебышёва второго рода. Учитывая (2.323) и видUK(z),

UK(z) =

(
z +

√
z2 − 1

)K+1 −
(
z −

√
z2 − 1

)K+1

2
√
z2 − 1

=
(1/t)

K+1 − tK+1

1/t− t
,

где t = z −
√
z2 − 1, из (2.322) получим следующее соотношение:

det(QK − ρIK) = 2εK

[
t2K+1 + 1

2tK
+

(
α− β
ε

)
1 − t2K

(1 − t2)tK−1
− (−1)K

]
.

Таким образом, характеристическое уравнение для дифференциала отобра-
жения (2.319) можно записать как

t2K+2 + 2

(
α− β
ε

)
t2K+1 − t2K − 2(−1)KtK+2+

+2(−1)KtK + t2 − 2

(
α− β
ε

)
t− 1 = 0.

(2.324)

Теперь, численно определив корни уравнения (2.324), легко вычислить ρs
и получить для всех возможных значений параметров α, β, ε области D1

и D2 с качественно различной динамикой.
На рис. 2.189 приведены сечения этих областей плоскостями δ = const,

где δ = β−α. Пунктиром указана оценка (2.320) области регулярной дина-
мики. Так же, как для модели с периодической неоднородностью, в данном
случае при положительных δ эта область шире, чем предсказывает оценка.
Однако, в отличие от периодической неоднородности, при δ < 0 оценка пол-
ностью совпадает с численным результатом и одновременно с результатом
для однородной цепочки. Таким образом, если один из элементов системы
имеет параметр меньший, чем остальные, то на характер динамики все-
го ансамбля такой дефект не окажет никакого влияния. Если же параметр
отличается в бо́льшую сторону, это сужает область регулярной динамики
модели по сравнению с однородным случаем.

Все три рассмотренных случая, т. е. оценка области регулярной дина-
мики (2.320) для класса моделей с двумя типами элементов, точные ре-
зультаты для периодически неоднородной системы (рис. 2.186) и модели
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Рис. 2.189. Характерный вид сечений плоскостями δ = const пространства парамет-
ров цепочки сN = 20 элементами и одним дефектом при δ = −0, 3 (а) и δ = 0, 3 (б)

с одним «дефектом» (рис. 2.189) отражают возможность двух вариантов
общей динамики системы. В первом случае, когда параметр одного типа
элементов принадлежит области регулярной динамики, а параметр другого
типа элементов — области неустойчивости, то поведение модели является
регулярным. Во втором случае наоборот, динамика всей модели может быть
неустойчивой, или, в случае финитности, хаотической. Реализация того или
иного типа поведения зависит от параметра диффузии ε и возможна только
при его малых значениях. Очевидно, что при достаточно больших значе-
ниях ε общая динамика всех цепочек из рассматриваемого класса не будет
регулярной.

32.2 Локальный критерий динамики связанных отображений

В данной части мы опишем достаточно эффективный метод численного
анализа решеток связанных отображений, позволяющей определять пове-
дение отдельных элементов и динамику всей системы в целом [128]. Он
основан на разбиении всего временно́го интервала на короткие отрезки вре-
мени, на которых проводится анализ степени непериодичности траекторий
всех элементов решетки. Это дает возможность определять образование об-
ластей синхронизации, их временно́й период, трансформацию со временем
и разрушение путем пространственной хаотизации. Хотя в данном парагра-
фе мы изучаем только одномерные цепочки связанных отображений, метод
может быть использован для исследования и многомерного случая.

В процессе временно́й эволюции значения каждого элемента решетки
в последовательные моменты времени образуют временной ряд:

x1(k), x2(k), x3(k), . . . , xn(k), . . . , (2.325)

где k — номер элемента, а n — дискретное время. Для того чтобы выявить
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периодичность этого ряда и определить, как изменяется степень периодич-
ности со временем, необходимо, очевидно, взять только некоторый отрезок
этого ряда и попытаться выяснить, насколько данный отрезок ряда близок
к периодическому. Разбивая весь ряд на небольшие отрезки одной длины,
мы производим определенное огрубление по времени. Анализируя перио-
дичность ряда на каждом таком отрезке и выражая ее некоторым числом,
можно проследить эволюцию данной характеристики при переходе от од-
ного отрезка к другому.

Опишем теперь данную процедуру более формально. Пусть ряд со-
стоит из T элементов, т. е. он имеет вид x1, x2, . . . , xT (для удобства мы
опускаем номер элемента k). Разобьем его на одинаковые временны́е ин-
тервалы τ . Выберем T и τ так, чтобы T = mτ , где m — некоторое целое.
Теперь исследуем каждый полученный кусок на периодичность. Для этого
с каждым отрезком ряда x1, . . . , xτ проделаем следующую процедуру.

1) Сравним его со специально построенным рядом x1, x1, x1 . . . , x1, т. е.
таким, все элементы которого равны x1. Результат сравнения выра-
зим в виде числа λ1. Способ вычисления λ1 будет представлен ни-
же. Сейчас пока для нас важно, чтобы число λ1 обладало следующим
свойством: чем λ1 меньше, тем отрезок ряда ближе к построенному
x1, x1, x1 . . . , x1.

2) Сравним искомый ряд с рядом x1, x2, x1, x2, . . . , x1, x2, . . ., т. е. с ря-
дом, состоящим из периодических подпоследовательностей периода 2.
Результат выразим числом λ2.

3) Проделаем аналогичную операцию для рядов, составленных из трех
элементов x1, x2, x3, четырех элементов x1, x2, x3, x4 и т. д. вплоть
до x1, x2, . . . , xτ/2. Результаты сравнения также выразим числами
λ3, λ4, . . . , λτ/2, которые вновь будут отражать некоторую степень от-
клонения исследуемого ряда (2.325) от модельного, составленного из
отдельных последовательных его элементов.

4) Найдем величину

λ ≡ λmin = min
{
λ1, λ2, . . . , λτ/2

}
. (2.326)

В общем виде сравнительный показатель λp для каждого p = 1, . . . , τ/2
вычисляется по формуле

λp =

√√√√
∑τ
i+1

(
xi − x(i mod (p+1))

)2

τ − p
. (2.327)
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Легко видеть, что λp — это среднеквадратичное отклонение элементов
остатка исходного ряда xp+1, . . . , xτ от модельного периодического ря-
да x1, x2, . . . , xp, x1, x2, . . . , xp, . . . . Согласно (2.327), при каждом p вы-
полняется λp > 0. Ясно, что если для некоторого p имеет место равен-
ство λmin = λp = 0, то ряд x1, . . . , xτ — периодический с периодом,
кратным p. Чтобы точно определить период исходного ряда, необходимо
остановить процедуру вычисления показателей λp на первом значении p,
при котором λp ' 0. Если, однако, в процессе вычисления получим λ =
= min{λ1, λ2, . . . , λτ/2} > 0, то можно с определенностью сказать, что
ряд x1, . . . , xτ не будет периодическим.

Значение p, на котором достигается данный минимум, можно назвать
периодом, который приближает данный апериодический ряд. Определив
величину λ для отдельных отрезков длиной τ , можно проследить их ди-
намику на всем промежутке длины T . Вычисляя λ и периоды, на которых
достигается минимум, для всех точек цепочки, можно эффективно выявлять
области синхронизации в пространстве рассматриваемой системы сцеплен-
ных отображений и изучать динамику отдельных элементов.

Легко понять, что предлагаемый метод анализа решеток связанных
отображений, строго говоря, не является точным. Прежде всего, необхо-
димо удачно выбрать значение τ , т. е. длину анализируемого отрезка. Это
можно сделать, вычисляя наборы λp для различных τ . Другим недостатком
является тот факт, что показатель λmin будет положительным для элемен-
тов, динамика которых квазипериодична. Тем не менее, он будет достаточно
близок к нулю, так как квазиопериодическое движение можно сколь угодно
точно приблизить периодическим. Однако поскольку нас интересует каче-
ственная картина распределения λmin, а не конкретные значения, то данный
недостаток не является столь существенным.

32.3 Примеры однородных систем

Продемонстрируем эффективность предложенного метода на приме-
рах, описанных выше.

32.3.1 Потоковая модель

Потоковая модель (2.307) обладает широким спектром различных ре-
жимов поведения в зависимости от степени нелинейности, задаваемой па-
раметром a, и значения коэффициента диффузии ε. Более того, можно ана-
литически вычислить наиболее простые виды ее предельного поведения.
Остановимся на этом подробнее.
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В качестве единичного элемента, составляющего потоковую цепочку,
возьмем квадратичную функцию f(x, a) = 1− ax2. Этот выбор обусловлен
тем фактом, что в диапазоне 0 6 a 6 2 одиночное отображение с такой
функцией проявляет весь спектр сложного движения, поскольку заменой
координат оно сводится к логистическому (см. раздел 26.1).

Формально система (2.307) в момент времени n задается K-мерным
вектором ξn = (xn(1), xn(2), . . . , xn(K)). Следовательно, динамика всей
цепочки выражается некоторым преобразованием фазового пространства
X в себя: F : X 7→ X , ξn+1 = F (ξn). При этом, очевидно, функция F
задается как композиция отображений во времени (2.302) и пространстве
(2.303).

Таким образом, изучение устойчивых стационарных и периодических
состояний сводится к анализу спектра собственных значений матрицы Яко-
би DF

DF (ξ)=




−(1−ε)2ax(1) 0 0 . . . 0
ε −(1−ε)2ax(2) 0 . . . 0
0 ε −(1−ε)2ax(3) . . . 0
0 0 ε . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . .−(1−ε)2ax(K)




(2.328)
и ее степеней DF (p), где p — период. Матрица DF является треугольной.
Поэтому все ее степени DF (p) также являются треугольными матрицами.

Вычислим однородные стационарные состояния модели (2.307). Од-
нородность означает, что при любом k = 1, . . . ,K выполняется xn(k) =
= x∗n, а стационарность выражает независимость однородного состояния
от времени, т. е. xn(k) = x∗n ≡ x∗. Следовательно, значения x∗ должны
подчиняться условию

x∗ = f(x∗, a) + ε (f(x∗, a) − f(x∗, a)) = f(x∗, a). (2.329)

Иными словами, x∗ — это неподвижные точки отображения, задаваемого
функцией f(x, a):

x∗1,2 =
− 1 ±

√
1 + 4a

2a
. (2.330)

Таким образом, система (2.307) имеет два однородных состояния: ξ1 =
= (x∗1, x

∗
1, . . . , x

∗
1) и ξ2 = (x∗2, x

∗
2, . . . , x

∗
2). Их устойчивость определяется

величинами собственных значений матриц DF (ξ1) и DF (ξ2). Поскольку
DF (ξ) — треугольная матрица, то из (2.328) найдем, что все собственные
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значения λi ≡ λ1 = −(1 − ε)2ax∗1 для ξ1 и λi ≡ λ2 = −(1 − ε)2ax∗2 для ξ2.
Состояния ξ1 и ξ2 устойчивы, если |λ1,2| 6 1. Или

−1 < −(1 − ε)2ax∗1 < 1, −1 < −(1 − ε)2ax∗2 < 1. (2.331)

Подстановка x∗1, x∗2 приводит к соотношениям между параметрами a и ε:

1 − 1

1 +
√

1 + 4a
< ε < 1 + 1

1 +
√

1 + 4a
для x∗1,

1 − 1√
1 + 4a− 1

< ε < 1 + 1√
1 + 4a− 1

для x∗2.

(2.332)

На рис. 2.190 представлен результат вычисления областей (2.332) для ε ∈
[0; 1] и a ∈ [0; 2]. Области, обозначенные S1 и S2, соответствуют устойчи-
вым точкам x∗1 и x∗2.

Рис. 2.190. Области существования и устойчивости стационарных состояний x∗

1 и x∗

2

и зигзагообразного поведения цепочки (2.307). S1 и S2 — области существования
устойчивых точек x∗

1 и x∗

2, соответственно. Z — область существования устойчивых
зигзагообразных решений (2.334)

Цепочка связанных отображений (2.307) в широком диапазоне пара-
метров (a, ε) обладает одним замечательным типом периодического пове-
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дения. При a ∈ [1, 6; 2, 0] она проявляет так называемую зигзагообразную
динамику, когда всем элементам (либо большинству из них) присуще пе-
риодическое поведение периода 2 как по пространству так, и по времени,
а соседние элементы осциллируют в противофазе.

Проанализируем подобное состояние аналитически. Период 2 в каждом
элементе выражается двумя значениями x1 и x2. Цикличность по простран-
ству и по времени отражают соотношения

x2 = (1 − ε)f(x1) + εf(x2),

x1 = (1 − ε)f(x2) + εf(x1),
(2.333)

где для удобства иначе переписана правая часть (2.307). Решая эти соотно-
шения и исключая при этом однородные состояния x1 = x2, получим:

x1,2 =
1 ±

√
4(1− 2ε)2a+ 4ε− 3

2(1− 2ε)a
. (2.334)

Устойчивость периодического состояния нетрудно найти из анализа соб-
ственных значений произведения матриц DF (ξ̂1)DF (ξ̂2), где DF опре-
деляется соотношением (2.328), а ξ̂1 = (x1, x2, . . . , x1, x2, . . .), ξ̂2 =
= (x2, x1, . . . , x2, x1, . . .). Очевидно, произведение треугольных матриц
DF (ξ̂1) и DF (ξ̂2) — треугольная матрица DF 2. На диагонали DF 2 распо-
ложены произведения диагональных элементов матриц DF (ξ̂1) и DF (ξ̂2).
Поэтому собственные значения матрицы DF 2 можно записать в виде

λi ≡ λ = (1 − ε)2f ′(x1)f
′(x2) = (1 − ε)24a2x1x2.

Отсюда, с учетом (2.334), приходим к выражению:

λ =
4(1 − ε)2

(1 − 2ε)2
− 4(1 − ε)2a.

Окончательно для построения области, где наблюдается зигзагообразное
поведение (x1, x2), необходимо учесть систему неравенств





4(1 − 2ε)2a+ 4ε− 3 > 0,

−1 < λ < 1,
(2.335)
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отражающую условия существования и устойчивости такого поведения.
Условия a ∈ [0; 2], ε ∈ [0; 1] приводят к окончательному соотношению:






4(1− ε)3 − (1 − 2ε)2

4(1 − ε)2(1 − 2ε)2
< a <

4(1 − ε)3 + (1 − 2ε)2

4(1− ε)2(1 − 2ε)2
,

a >
3 − 4ε

4(1 − 2ε)2
.

(2.336)

Область, определяемая соотношением (2.336), показана на рис. 2.190, где
она обозначена через Z. Как следует из этого рисунка, область Z может
перекрываться с областями S1 и S2 существования устойчивых точек. Это
означает, что при некоторых фиксированных значениях параметров a и ε
из областей пересечения предельное состояние цепочки (2.307) зависит от
начального распределения {x0(k)}Kk=1. Динамику таких систем называют
мультистабильной.

Во всех вычислениях стационарных и периодических состояний и их
устойчивости (см. (2.329), (2.331), (2.333) и (2.335)) не учитывалось зна-
чение граничного условия x(0) ≡ 0. Иначе говоря, все результаты были
получены в отсутствие границы, т. е. при K → ∞. При конечном числе эле-
ментов граничное условие можно рассматривать как постоянное внешнее
возмущение связанных отображений, которое корректирует их динамику.

Очевидно, богатство возможных режимов поведения системы (2.307)
с f(x, a) = 1− ax2 отнюдь не ограничивается решениями (2.330) и (2.334).
Для иллюстрации разнообразия динамики приведем результаты численно-
го анализа данной модели, состоящей из K = 100 элементов на основе
критерия, описанного выше.

1. a = 1, 7; ε = 0, 45. В цепочке наблюдается временна́я периодичность
и удвоение периода по пространству при передвижении от элемента к эле-
менту слева направо. Это иллюстрирует рис. 2.191, где показаны значения
показателя λ и p в зависимости от номера элемента (горизонтальная ось)
и времени в масштабе τ (вертикальная ось). Чем меньше λ и p, тем темнее
соответствующая точка на графике. Самым темным точкам диаграммы для
λ соответствует λ = 0. Легко видеть, что значения λ для всех элементов
и во все моменты времени нулевые, а величина периодов удваиваются слева
направо вплоть до p = 32.

Для анализа пространственной картины на рис. 2.191 также показаны
величины xn(k) в некоторые последовательные моменты времени n. Ин-
туитивно ясно, что в данной цепочке наблюдается пространственный хаос.
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Рис. 2.191. Динамика системы (2.307) с f(x, a) = 1 − ax2, состоящей из K =

= 100 элементов при a = 1, 7 и ε = 0, 45. Слева показаны значения показателя λ
в зависимости от номера элемента (горизонтальная ось) и периода p в масштабе τ
(вертикальная ось). Внизу представлено распределение значений xn(k) в некоторые
последовательные моменты времени n
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Рис. 2.192. То же, что на рис. 2.191, но при a = 1, 7 и ε = 0, 11595

Более строго это можно подтвердить на основе изучения стационарных со-
стояний при помощи специально построенного отображения (см. [380]).
Детальное исследование такого состояния показало, что значение макси-
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мального периода, до которого происходит удвоение, зависит лишь от a
и ε, а номер элемента, после которого прекращается дальнейшее удвоение,
увеличивается с ростом K.

2. a = 1, 7; ε = 0, 11595. При данных значениях степени нелинейности
и силы связи авторами работы [381] было обнаружено поведение, при ко-
тором большинство элементов проявляют зигзагообразную динамику, а от-
дельные единичные точки, равноотстоящие друг от друга, — хаотическую.
При этом расстояние между хаотическими элементами логарифмически за-
висит от величины ε − εc, где εc ≈ 0, 11525 — некоторое критическое зна-
чение. Описанное явление отражено на рис. 2.192. Хаотические элементы
выражены четкими «мигающими» линиями, расстояние между которыми
может быть легко найдено.

32.3.2 Диффузионно связанные отображения

Исследуем теперь одномерную однородную систему (2.305) диффузи-
онно связанных отображений вида f(x, a) = 1 − ax2. Такая модель интен-
сивно исследовалась в ряде работ (см., например, [376, 377, 513]), где было
показано, что она обладает большим разнообразием возможных режимов
поведения: от синхронизации пространственных структур до полностью
развитой турбулентности.

Аналогично цепочке (2.307), динамика системы (2.305) существенно
зависит от значений параметров a и ε. Рассмотрим некоторые из видов ее
поведения, анализируя траектории точек путем вычисления показателей λ
и значений периодов p в различные промежутки времени.

1. a = 1, 44; ε = 0, 1. В этом случае, в зависимости от начальных усло-
вий, вдоль цепочки образуются устойчивые во времени области с регуляр-
ной и нерегулярной динамикой. Несмотря на диффузионную связь между
элементами, пространственная картина также является устойчивой. Такое
поведение можно назвать состоянием «замороженных» структур. Типичная
картина представлена на рис. 2.193.

2. a = 1, 88; ε = 0, 3. Увеличение степени нелинейности, задавае-
мой параметром a в отдельном отображении f(x, a), ведет к разрушению
всех пространственных областей синхронизации. При этом динамика всей
цепочки, равно как и ее отдельных элементов, быстро меняется как во вре-
мени так и в пространстве, что совпадает с результатами работы [376].
Это хорошо отражает величина λ (рис. 2.194). Аналогичная картина наблю-
дается и для распределения периодов p отдельных элементов. В качестве
подтверждения на этом же рисунке показаны значения xn(k) в несколько
последовательных моментов времени n. Обычно такое поведение цепочек
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Рис. 2.193. Динамика кольцевой цепочки (2.305) с f(x, a) = 1 − ax2 при a = 1, 44

и ε = 0, 1

связанных отображений называют пространственно-временным хаосом или
полностью развитой турбулентностью [376].

3. a = 1, 8; ε = 0, 3. В этом случае при случайно выбранных началь-
ных условиях области регулярной и хаотической динамики перемежаются
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Рис. 2.194. То же, что на рис. 2.193, но при a = 1, 88 и ε = 0, 3

между собой. Подобное поведение наблюдается довольно длительное вре-
мя. Однако в конечном счете почти все элементы цепочки начинают вести
себя регулярно. Анализ показывает, что цепочка стремится разделиться на
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ячейки размером по два элемента, в каждой из которых динамика имеет
период 2.

Рис. 2.195. То же, что и на рис. 2.193, при a = 1, 8 и ε = 0, 3
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Это демонстрирует рис. 2.195, где показано поведение системы (2.305)
после предварительных 2 · 106 итераций.

32.4 Неоднородные системы связанных отображений

Как отмечалось выше, однородные цепочки, составленные из одинако-
вых отображений, — это определенное приближение, введенное для упроще-
ния исследования. Для описания реальных сред необходимо использовать
неоднородные модели, включающие элементы с другим значением парамет-
ров или вовсе иной природы. Очевидно, с физической точки зрения система
с различными значениями параметров вдоль цепочки является более аде-
кватным представлением неоднородных сред.

Формально наличие хотя бы одного элемента с таким дефектом уве-
личивает количество управляющих параметров. Это приводит к тому, что
возрастает размерность параметрического пространства решетки как дина-
мической системы, что, в свою очередь, ведет к расширению множества
возможных режимов движения.

В данной части мы покажем при помощи разработанного метода (см.
раздел 32.2), к чему приводит наличие определенных дефектов в одномер-
ных системах диффузионно связанных отображений.

1. Рассмотрим цепочку (2.305) с f(x, a) = 1 − ax2 длиной K = 100, у
которой все элементы (кроме центральных) имеют одно значение парамет-
ра, a = a1 = 1, 44, а центральные (с номерами k = 47−53) — иное, a = a2 =
= 1, 97. При a = a1 = 1, 44 и широком диапазоне значений ε в однородной
цепочке (2.305) наблюдается регулярное поведение в виде пространствен-
ных синхронизованных структур малого размера (см. рис. 2.193). В случае
a = a2 = 1, 97 она проявляет все свойства пространственно-временного
хаоса. Таким образом, условно говоря, дефект состоит в том, что в цепочку
с регулярным поведением вкраплены несколько «хаотических» элементов.

Динамика такой цепочки после предварительных 105 итераций пред-
ставлена на рис. 2.196. Видно, что центральные элементы синхронизованы
с периодом 2, а хаос перемещается на другие элементы. Однако, если про-
вести 5 · 106 предварительных итераций, то хаос будет локализован в эле-
ментах с a2 = 1, 97 и некоторых соседних элементах справа и слева. Это
говорит о том, что хаотическое поведение благодаря диффузии распростра-
няется на элементы с регулярным поведением.

2. Рассмотрим теперь другой случай неоднородности. Напомним, что
система (2.305) при a = 1, 8 и небольших значениях диффузии ε проявля-
ет перемежаемость синхронизации и нерегулярного поведения как в про-
странстве так и во времени (см. рис. 2.195). Построим цепочку из K = 100
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Рис. 2.196. Динамика неоднородной цепочки (2.305) после предварительных 105

итераций. Центральные элементы с номерами k = 47–53 имеют значение парамет-
ров a = a2 = 1, 97. Остальные — a = a1 = 1, 44. Величина диффузии ε = 0, 7

элементов так, чтобы 50 из них имели одно значение нелинейности (a =
= a1 = 1, 8), а остальные 50 — другое (a = a2 = 1, 97), причем элементы с
различными a последовательно чередовались в пространстве:

xn+1(k)=






(1−ε)f (xn(k), a1) +ε
2

(
f (xn(k−1), a1) +f (xn(k+1), a1)

)
,

k — четн.,

(1−ε)f (xn(k), a2) +ε
2

(
f (xn(k−1), a2) +f (xn(k+1), a2)

)
,

k — нечетн.
(2.337)

На относительно небольших временах T ≈ 104 такая неоднородная систе-
ма проявляет пространственно-временной хаос, аналогичный однородной
цепочке при a = 1, 97. Однако если ассимптотически проанализировать ди-
намику (скажем, провести 5 · 107 итераций), то можно обнаружить неожи-
данное явление: вся цепочка синхронизируется. Это выражается в том,
что в пространстве значений параметра λ наблюдается регулярная карти-
на (рис. 2.197): всплески нерегулярности возникают строго через равные
промежутки времени и на одинаковом расстоянии друг от друга, т. е. со
временем хаос словно перемещается по цепочке с постоянной скоростью.
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Рис. 2.197. Динамика неоднородной цепочки (2.337) с чередованием параметра нели-
нейности a после предварительных 107 итераций. a1 = 1, 8; a2 = 1, 97 и ε = 0, 7

На рис. 2.197 видны также небольшие «загнутые» ответвления от пря-
мых линий. Это означает, что хаотические всплески движутся не равномер-
но, а с небольшим ускорением. Однако через некоторое время они исче-
зают. Если подробно исследовать это явление, то можно обнаружить, что
скорость перемещения хаотических дефектов существенно зависит от зна-
чений a1 и a2, а также от диффузии ε, но не зависит от распределения
начальных условий. От начальных условий зависит только их направление
движения.

3. В заключение опишем динамику неоднородной кольцевой цепочки
(2.305) с единственным дефектом и сравним ее с однородной. Пусть все
элементы, кроме выделенного, имеют общую степень нелинейности a =
= a1 = 1, 8, а выделенный элемент a = a2 = 1, 99. Выберем небольшой
коэффициент диффузии ε = 0, 1.

Сначала рассмотрим систему без дефекта (рис. 2.198). В течение всего
времени наблюдения большинство элементов синхронизованы, но при этом
существуют мелкие «хаотические» структуры, которые блуждают в про-
странстве. Как хорошо видно на рис. 2.198, встречаясь, они взаимно уни-
чтожаются. Соответственно и рождаются они парами. Подобное поведение
в работе [376, 377] сравнивалось с аналогом броуновского движения.

Теперь введем в систему дефект: увеличим нелинейность до значения
a = a2 = 1, 97 в элементе с номером k = 75. Исследования показыва-
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Рис. 2.198. Динамика однородной цепочки (2.305) при a = 1, 97 и ε = 0, 1

Рис. 2.199. То же, что на рис. 2.198, но при наличии дефекта с a = a2 = 1, 97

в элементе с номером k = 75

ют, что его наличие приводит к похожей картине, за исключением того,
что в выделенном элементе всегда существует расстройка синхронизации,
а количество блуждающих структур увеличивается (рис. 2.199). Их дина-
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мика полностью повторяет динамику структур в однородной системе с тем
лишь отличием, что они могут также исчезать, встречаясь с дефектом (k =
= 75), и рождаться на нем. Условно говоря, элемент с дефектом является
зародышем-поглотителем «броуновских» частиц. В связи с этим интересно
выяснить состояние такой системы на больших временах. Оказывается, что
независимо от начальных условий, предельное состояние является симмет-
ричным.

На рис. 2.199 представлена подобная картина через 5 · 107 итераций.
«Хаотические частицы» рождаются парами на дефекте и движутся по сим-
метричным относительного него траекториям. Они также исчезают путем
столкновения друг с другом и с дефектом. Отметим, что хаотические эле-
менты являются причиной небольшой расстройки синхронизации во всех
элементах. Эта расстройка распространяется по пространству в разные сто-
роны и сходится прямо противоположно (на кольце) относительно дефекта.

Приведенные примеры показывают, что неоднородные цепочки отоб-
ражений обладают непредсказуемым поведением и большим разнообразием
возможных режимов движения. Таким образом, разработанный метод визу-
ализации динамики распределенной среды, аппроксимируемой решетками
сцепленных отображений, является эффективным способом исследования
пространственно-временной эволюции. Он выгодно отличается от других
прежде всего тем, что позволяет наблюдать в системе развитие хаоса как
во времени, так и по пространству.

33. Временные ряды: анализ и прогноз20

Из изложенного выше материала следует один важный вывод: несмотря
на то, что нелинейные системы могут значительно отличаться в конкретных
проявлениях и деталях, существуют глубокие аналогии в их организации
и функционировании. Это предопределило интерес к методам, которые раз-
виваются в рамках теории сложных систем, как универсальному инструмен-
ту исследования объектов самой различной природы. Наиболее явно такой
синергетический подход проявляется при анализе временны́х рядов.

Как известно, большинство систем (природных, таких, например, как
атмосфера, или искусственных, таких, например, как биржа) в силу их слож-
ности не могут быть смоделированы с достаточной точностью. Однако их
описание может быть выполнено посредством иного подхода, основанного
на наблюдении за их поведением (см. §31). Наблюдаемая (сигнал, реализа-

20Результаты этого параграфа получены одним из авторов (А. Ю. Л.) совместно
О. Л. Котляровым и И. А. Истоминым.
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ция) — это функция от времени, по которой судят о процессе в исследуемой
системе. Иными словами, наблюдаемая — это временной ряд. Например,
для атмосферы в качестве наблюдаемой может выступать, скажем, измене-
ние температуры, для биржи — ежедневный курс ценных бумаг и т. п. Если
такую наблюдаемую определенным образом обработать, то при некоторых
условиях возможно с большой точностью произвести оценку ее будущего
значения.

В данном параграфе рассмотрена возможность использования методов
синергетики и нелинейной динамики для прогноза временных рядов раз-
личной природы. Эти методы, в основном, можно разделить на локальные
и глобальные. Такое деление проводится по области определения парамет-
ров так называемой аппроксимирующей функции [141]. Исторически пер-
выми были разработаны глобальные методы, поэтому рассмотрение начнем
именно с них.

33.1 Глобальные методы

В глобальных методах параметры аппроксимирующей функции иден-
тифицируются посредством использования всех известных значений ряда.
Основное приложение таких методов — получение глобальных характери-
стик системы. При этом прогнозирование если и необходимо, то главным
образом как дополнительная информация. Одним из подходов здесь явля-
ется использование авторегрессионных моделей.

33.1.1 Авторегрессия

Методы, основанные на авторегрессии, уже достаточно давно приме-
няются в статистике, экономике и метеорологии. Их основная идея — выра-
жение следующих значений ряда через предыдущие. Вероятно, это практи-
чески единственный способ, который можно использовать в ситуации, когда
никакой другой информации о системе, кроме заключенной в предыдущих
значениях ряда, нет.

Линейная модель авторегрессии порядка p имеет вид:

xt+1 = a1xt + a2xt−1 + · · · + apxt−p+1 + ξt+1, (2.338)

где a1, . . . , ap — некоторые постоянные коэффициенты, т. е. параметры мо-
дели, {ξt} — последовательность случайных величин, образующая белый
шум, и xt — значение ряда на шаге t. Модель авторегрессии порядка p
относится к классу линейных параметрических моделей.
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Идентификация модели включает в себя статистическую оценку ее па-
раметров, основанную на решении системы линейных уравнений Юла–
Уокера [371], связывающих между собой неизвестные параметры модели
и автокорреляции анализируемого ряда. При этом оценки параметров полу-
чаются глобальными, т. е. едиными для всего ряда. Однако прежде чем оце-
нить сами параметры в рамках идентификации модели, нужно определить
количество этих параметров, т. е. выбрать порядок авторегрессии. Обыч-
но выбор осуществляется по виду частной автокорреляционной функции
(см. [309]). Прогнозирование с использованием авторегрессионых моделей,
как правило, сводится к рекуррентному расчету значений ряда, следующих
за последним известным значением по формуле (2.338).

В случаях, требующих быстрого обновления прогноза на основе вновь
поступивших данных, используются адаптивные методы прогноза. К ним
относится, например, метод экспоненциального сглаживания (метод Брау-
на) [247]. Следуя ему, каждому значению ряда в процессе идентификации
модели присваивается весовой коэффициент, экспоненциально убывающий
со временем, отделяющим это значение от последнего известного значе-
ния ряда. Таким образом, самые «старые» значения ряда практически не
влияют на результаты прогноза, тогда как последние известные величины
имеют наибольший вес. Тем самым этот метод приближается к локаль-
ным методам, так как основной вклад при прогнозе дает лишь небольшая
часть самых последних по времени значений ряда. Однако заметим, что
в локальных методах, которые рассматриваются в следующем разделе, для
построения прогноза также выбираются наиболее близкие значения к по-
следнему известному значения ряда, но эта близость определяется не по
времени.

Методы авторегрессии разработаны наиболее тщательно и применя-
ются, как правило, в прикладных задачах (см., например, [171, 428, 493]
и приведенные там ссылки). Они реализованы практически во всех про-
граммных пакетах статистической обработки данных. По этим причинам
мы их не рассматриваем, а опишем один из достаточно новых и эффек-
тивных глобальных методов — так называемый сингулярный спектральный
анализ.

33.1.2 Сингулярный спектральный анализ

Метод сингулярного спектрального анализа (SSA) имеет строгое об-
основание в рамках теории динамических систем и используется главным
образом для определения основных составляющих временного ряда, а так-
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же для подавления шума [125,318,519]. Однако существуют основанные на
этом методе оригинальные алгоритмы прогноза [68], а также прогнозы по
методу авторегрессии.

В основе SSA, как, впрочем, и большинства подходов, связанных с
обработкой временных рядов {x1, . . . , xN}, явно или неявно лежит постро-
ение множества векторов задержек [245]:

xt = (xt xt−1 · · · xt−p+1)
T
, t = p, p+ 1, . . . , N. (2.339)

Метод задержек, посредством которого строятся указанные векторы,
устанавливает переход от исходного одномерного (скалярного) временного
ряда к многомерному (векторному) представлению, сходному с применя-
емым в авторегрессии. При этом каждый многомерный вектор образуется
из некоторого числа p следующих друг за другом значений исходного вре-
менного ряда. Результат можно представить в виде набора «фотографий»
ряда, сделанных через скользящее вдоль ряда окно, в которое одновременно
попадает лишь p последовательных значений ряда:

Xp×(N−p+1) =
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xp+1
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Здесь каждая квадратная скобка — вектор в p–мерном пространстве за-
держек; последовательность таких векторов задает матрицу наблюдений
Xp×(N−p+1), где N — число элементов исходного ряда. Эта матрица, в каж-
дом столбце которой стоят части одного и того же ряда, сдвинутые друг
относительно друга, и будет многомерным представлением исходного ска-
лярного ряда в пространстве задержек. Она называется матрицей задержек.

Особенностью SSA является обработка матрицы X по алгоритму, близ-
кому к методу главных компонент [2]. Использование этого алгоритма яв-
ляется основным положением SSA, отличающим его от других методов
нелинейной динамики, применяемых для анализа и прогноза временных
рядов21.

21В методах локальной аппроксимации, рассматриваемых далее, также возможно приме-
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Суть метода главных компонент состоит в снижении размерности ис-
ходного пространства факторов (у нас это пространство задержек) посред-
ством перехода к более информативным переменным (координатам). По-
лученные таким образом новые переменные и называют главными компо-
нентами. Этот переход осуществляется с помощью ортогонального линей-
ного преобразования. Главные компоненты обладают многими важными
свойствами. В SSA получающееся разложение используется для выделения
наиболее значимых составляющих ряда и отсева случайных возмущений.
Применение этого метода позволяет сгладить исходный ряд, снизить уро-
вень случайных возмущений, повысить отношение сигнал/шум.

Реализация возможности прогнозирования на базе SSA осуществляет-
ся двумя основными способами. Первый имеет собственное название «Гу-
сеница» [68] и использует специфические особенности SSA-разложения.
Второй [519] предусматривает использование для прогнозирования метод
авторегрессии, который применяется по отдельности к каждой из выбран-
ных компонент разложения.

В качестве иллюстрации рассмотрим два примера, в которых метод
SSA-«Гусеница» применялся для прогнозирования временных рядов.

Рис. 2.200. Фактическая динамика, реконструкция и прогноз отношения товарных
запасов к продажам товаров длительного пользования в США [325]

Первый пример взят из работы [325] и демонстрирует возможности
метода для прогноза временного ряда отношения товарных запасов к про-
дажам товаров длительного пользования в США. Для построения использо-
вались месячные данные за период с января 1981 года по февраль 2000 года

нение метода главных компонент, но лишь для обработки отдельных столбцов матрицы

�

,
выбранных в соответствии с определенным критерием.
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включительно. Прогноз строился на период с марта 2000 года до февра-
ля 2002 года и затем сравнивался с фактическими данными (но только до
февраля 2001 года). Результат прогноза иллюстрирует рис. 2.200. Точками
показаны фактические значения отношения, сплошной линией — результат
реконструкции и штриховой — прогноз. Видно, что все двенадцать прогно-
зируемых значений оказались достаточно точными, остальные на момент
написания работы [325] сопоставить с фактическими данными было невоз-
можно ввиду отсутствия последних.

Второй пример связан с прогнозированием солнечной активности, ха-
рактеризуемой значениями чисел Вольфа [125]. Прогноз на 18 лет, т. е.
примерно на полтора 11–летних солнечных цикла оказался весьма точным
(см. рис. 2.201). Он был выполнен по тому же принципу, что и в предше-
ствующем примере, т. е. последние 216 значений ряда (12 месяцев × 18
лет) — на рисунке они отделены вертикальной линией — не учитывались
при реконструкции ряда и построении прогноза, а использовались только
для оценки точности прогноза.

Рис. 2.201. Прогноз по методу SSA-«Гусеница» и реальные значения чисел Воль-
фа, характеризующие солнечную активность. Вертикальная линия отделяет начало
прогноза [125]

33.2 Локальные методы

Локальные методы прогноза, основанные на принципе локальной ап-
проксимации (LA), имеют преимущество перед остальными методами ис-
следования и прогноза временных рядов в задачах, связанных с прогнози-
рованием нерегулярных (хаотических, квазипериодических) рядов. Принцип
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LA предложен впервые в работе [299]. Его применение не требует априор-
ной информации о системе, породившей временной ряд, и нет необходи-
мости в построении специфической модели динамики исследуемого ряда.
При этом возможность использования LA для прогнозирования нерегуляр-
ных временных рядов определяется базовым принципом, лежащим в его
основе, т. е. локальностью строящейся аппроксимации. Этот принцип под-
разумевает отказ от явного использования для прогнозирования всех (уже
известных) значений ряда и ограничивает их число лишь наиболее близки-
ми в некотором смысле к стартовой точке, после которой начинается про-
гноз. Под стартовой точкой (стартовым вектором) понимается последнее
или несколько последних известных значений ряда.

Применение локальной аппроксимации позволяет избежать главной
проблемы, возникающей при прогнозировании нерегулярных временных
рядов существующими глобальными методами (см., например, [31,50,243]).
Эта проблема связана с трудностями адекватного описания динамики ква-
зипериодических и хаотических временных рядов на основе глобальной ли-
нейной модели (2.338). Введение в указанную модель нелинейных членов
требует резкого увеличения количества исходных данных для того, чтобы
получить устойчивые оценки коэффициентов. В свою очередь увеличение
количества данных означает увеличение длины интервала, на котором при-
меняется модель. А чем длиннее интервал, тем больше параметров должно
содержаться в модели, чтобы обеспечить ее адекватность на всем интер-
вале (последнее характерно прежде всего для работы с экономическими
данными).

Модель LA допускает использование вместо глобально-линейной ап-
проксимации кусочно-линейного приближения. При этом вид уравнения
модели остается, как правило, линейным типа (2.338), но его параметры
полагаются неизменными лишь в ближайшей окрестности стартового зна-
чения, причем близость определяется не во времени, а в пространстве за-
держек [245].

Наиболее важный результат перехода от глобальной аппроксимации к
локальной при прогнозировании достаточно длинных хаотических времен-
ных рядов состоит в том, что длина прогноза ограничивается в первую
очередь не возможностями метода (как при глобальной аппроксимации), а
лишь особенностями динамики ряда.

Принцип локальной аппроксимации лег в основу целого класса ме-
тодов прогноза временных рядов (локальная аппроксимация применятся
исключительно в целях прогнозирования динамики ряда, а анализ основ-
ных закономерностей осуществляется, как правило, другими методами, на-
пример SSA), различающихся способами построения прогноза и приме-
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няемыми моделями аппроксимации, но сохранившими общее название по
объединяющему их базовому принципу. Классификация этих методов была
предложена самими авторами принципа локальной аппроксимации [300],
но вопрос о выборе оптимального метода (варианта метода) решается, как
правило, эмпирически [256].

Ниже мы опишем универсальный подход, объединяющий все мето-
ды и варианты локальной аппроксимации и позволяющий выбрать наибо-
лее оптимальный вариант с точки зрения использования данных, точности
и устойчивости прогноза на основе анализа каждого из методов. Разработ-
ка единого алгоритма расчета по любому из вариантов LA может помочь
в поиске способов повышения точности получаемых прогнозов (когда это
возможно) и расширения области применения методов типа LA.

33.3 Общий алгоритм локальной аппроксимации

В данной части рассматривается первая и главная часть алгоритма LA,
определяющая способ построения прогноза на один шаг по времени вперед.
Возможность прогноза на бо́льшую длину описана ниже.

33.3.1 Построение прогноза на один шаг вперед

При анализе временных рядов главной задачей является реконструкция
породившей этот ряд динамической системы [208,284]. В соответствии с те-
орией Такенса–Мане [418, 504] приемлемое описание фазового простран-
ства динамической системы можно получить, если взять вместо реальных
переменных системы p-мерные векторы задержек (2.339) из значений ряда
в последовательные моменты времени [245,246]. При выполнении условия
p > 2d + 1, где d — размерность вложения, возможно реконструировать
фазовое пространство (пространство состояний) системы [418]. При усло-
вии стационарности временного ряда на базе этой реконструкции строится
прогноз его дальнейшей динамики.

Главная проблема, возникающая при использовании многомерного
представления временного ряда в виде матрицы задержек, — это определе-
ние величины p [141,505]. На сегодняшний день наиболее часто используе-
мым алгоритмом для оценки величины p является алгоритм Грассбергера–
Прокаччиа [326, 327] (см. раздел 31.3). Однако и он оказывается неэффек-
тивным при работе с короткими (до 104 точек) временными рядами. Другие
методы тоже имеют свои недостатки: сложность реализации, большая дли-
тельность расчетов, неоднозначность либо сомнительность результатов [73].
В связи с этим величина p, за исключением модельных примеров, в которых
она достоверно известна, как правило, определяется эмпирически. Главный
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критерий в этом случае — выбор такого p, начиная с которого прекращается
качественное изменение прогноза [206].

Ниже мы опишем основные этапы построения алгоритма LA.

• 1. Построение матрицы задержек и выбор локального представления
Первым шагом как алгоритма LA, так и других методов анализа вре-

менных рядов, основанных на принципах нелинейной динамики, является
метод задержек [245,318]. В результате его применения скалярный времен-
ной ряд, содержащий N значений наблюдаемой, превращается в матрицу
задержек:

{x1, x2, . . . , xN} → Xp×(N−p+1) =




xp xp+1 · · · xN
...

...
. . .

...
x2 x3 · · · xN−p+2

x1 x2 · · · xN−p+1


 .

Размерность матрицы X определяется количеством задержек p.
После построения матрицы задержек выбирается вид локального пред-

ставления, т. е. вид функции, связывающей следующее значения ряда с пре-
дыдущими:

xt+1 = f (xt, a) , (2.340)

где a — вектор параметров представления. Наиболее распространенный ва-
риант — это линейная аппроксимация типа (2.338):

xt+1 = a0 + xT
t a. (2.341)

Кроме него, используются еще два варианта:

xt+1 = a0 (2.342)

и
xt+1 = a0 + xT

t a + xT
t Bxt, (2.343)

где B =




b11 b12 · · · b1p
b12 b22 · · · b2p
...

...
. . .

...
b1p b2p · · · bpp


 — матрица дополнительных параметров

представления. Следуя авторам работы [300], модели (2.341)–(2.343) будем
называть аппроксимацией первого (LA1), нулевого (LA0) и второго (LA2)
порядков, соответственно. Подробнее особенности каждого вида аппрокси-
мации будут рассмотрены в п. 33.3.2.
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• 2. Выбор ближайших соседей — выделение локальной подобласти
фазового пространства

Как уже отмечалось, основная идея LA состоит в прогнозировании
не по всем исходным данным, а по «ближайшим» к последнему известно-
му значению вектора. После введения матрицы задержек легко определить
понятие «ближайшие соседи» или просто «соседи».

Будем считать соседними к стартовому вектору xN−p+1 векторы, удо-
влетворяющие условию:

{xs} :
∑

s∈ωΞ

‖ xN−p+1 − xs ‖→ min
ωN−p+1

, (2.344)

где s ∈ ωΞ ⊂ ωN−p+1, ωN−p+1 ≡ {1, . . . , N − p+ 1}, Ξ — количество сосе-
дей, ωΞ — набор номеров векторов-соседей. Норма обычно берется евклидо-
ва, хотя возможно использование и других норм. Выбор соседей автоматиче-
ски определяет локальную подобласть, в которой параметры представления
полагаются неизменными.

Допустим также и обратный вариант: выбрав некоторую окрестность,
т. е. задавшись некоторым критерием вида

‖ xN−p+1 − xs ‖6 ε, (2.345)

можно также определить соседей. Однако этот критерий практически не
применяется, так как выбор величины ε является в достаточной мере произ-
вольным, тогда как из-за необходимости оценки параметров на количество
соседей налагается существенное ограничение снизу: Ξ > p+1. В реальных
расчетах стараются придерживаться соотношения Ξ ∼= 3 (p+ 1), чтобы по-
лучать более устойчивые оценки параметров. Таким образом, если выбрать
условие (2.345) и подобрать величину ε, обеспечивающую нужное число
соседей, все сведется к условию (2.344).

Данный этап алгоритма — главный отличительный признак метода и са-
мый важный его этап. Выбор «хороших» соседей определяет качество про-
гноза.

• 3. Оценка параметров модели и построение прогноза на один шаг
вперед

Выбором вида представления (2.341), (2.342) или (2.343) и размерно-
сти реконструкции p устанавливается количество неизвестных параметров,
которые требуется оценить. При этом круг используемых данных ограни-
чивается набором соседей стартового вектора.

Параметры модели (вектор a) оцениваются методом наименьших квад-
ратов (МНК). Это самый распространенный и наиболее эффективный метод
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решения подобных задач, хотя и не единственный [78]. Оценка по МНК для
вектора a, обозначим ее как â, находится из условия:

â :
∑

ωs

(
xs+1 − f

(
xs, â

))2

→ min
â

. (2.346)

Однако в большинстве случаев применение МНК в чистом виде невозмож-
но из-за вырожденности матрицы факторов (подробнее об этом см. раздел
33.4), что является следствием взаимной близости соседей. Поэтому обычно
применяется так называемое сингулярное разложение (SVD — Singular Value
Decomposition) [91]. При этом не всегда учитывается, что оценки, даваемые
этим методом, в общем случае смещенные [390], сильно зависящие от ма-
шинной точности и выбора минимального значащего сингулярного числа
(последний факт упоминается редко). Следовательно, при использовании
SVD важно всегда контролировать устойчивость получаемых результатов.

Оценив значения параметров аппроксимации, нетрудно построить про-
гноз следующего значения ряда (стартовый вектор, который в большин-
стве случаев совпадает с последним известным вектором, обозначим ин-
дексом L):

x̂L+1 = f (xL, â) . (2.347)

Таким образом, пройдя три описанных шага алгоритма LA, можно по-
строить прогноз одного нового значения ряда. Вопрос о способах построе-
ния более длинного прогноза подробно рассматривается в разделе 33.3.3.

Краткой иллюстрацией изложенного алгоритма может служить пример
из работы [300]. Один из возможных способов построения прогноза тем-
пературы на следующий день состоит в том, чтобы, найдя в какой из пред-
шествующих дней температура была максимально близкой к сегодняшней
(случай p = 1), взять в качестве прогноза температуры на завтра ее вели-
чину в следующий за найденным день. Аппроксимация более высокого по-
рядка позволяет учитывать влияние на прогноз отклонений «сегодняшней»
температуры от температуры в день, наиболее похожий на сегодняшний.

33.3.2 Порядок аппроксимации

В этом разделе представлены результаты сравнения основных вариан-
тов и способов прогноза, использующих принцип локальной аппроксима-
ции. Сравнение проводится на временных рядах, полученных из системы
Лоренца (см. раздел 20.3.1) с при σ = 5, r = 15, b = 1.

При ограниченном количестве данных важным фактором становится
минимально необходимое количество точек для оценки параметров. Оно

33. Временные ряды: анализ и прогноз 439

зависит от порядка аппроксимации: для нулевого порядка достаточно одной
точки, так как есть всего один неизвестный параметр a0 (см. (2.342)). При
линейной аппроксимации LA1 неизвестных параметров p+ 1 (см. (2.341)).
Роль порядка аппроксимации возрастает с уменьшением длины исходного
ряда. Ниже будет показано, что для очень длинных рядов роль порядка
аппроксимации значительно снижается.

Для получения надежных оценок количество соседей должно быть до-
статочно большим. Существует эмпирическое правило, в соответствии с ко-
торым для успешного применения МНК соседей должно быть как мини-
мум втрое больше, чем число оцениваемых параметров. Таким образом, для
LA1 в каждой локальной подобласти желательно иметь не менее 3 (p+ 1)
известных векторов.

Порядок аппроксимации можно повышать и дальше, однако при этом
резко возрастает количество необходимых соседей и увеличивается риск
выхода из области справедливости гипотезы о постоянстве коэффициентов,
т. е. происходит глобализация метода с потерей преимуществ локальной
аппроксимации. Поэтому локальную аппроксимацию выше второго порядка
(LA2) обычно не используют.

LA2 отличается от LA1 добавлением в модель парных произведений
координат векторов-соседей (2.343):

xt+1 = a0 +

p∑

i=1

aixt−p+i +

p∑

j=1

p∑

k>j

bjkxt−p+jxt−p+k.

Минимальное количество соседей здесь равно p+1+p(p+1)/2, и их число
растет как квадрат размерности реконструкции. Поэтому в число соседей
могут попасть векторы, которые очень непохожи на стартовый. Таким об-
разом, главная причина неэффективности локальной аппроксимации стар-
ших порядков — одновременное использование большого числа векторов
задержек. Результат использования большого числа соседей (часть которых
с трудом можно так назвать) показан на рис. 2.202.

Сгенерированный ряд длинной 3600 точек разбивался на две части,
первая из которых использовалась для оценки параметров аппроксимации,
а по второй (последние 164 точки) проверялось качество прогноза. На ри-
сунке показана только вторая часть исходного ряда и результаты прогнозов,
полученные при разных порядках аппроксимации. Параметр p принят рав-
ным пяти. Число соседей взято втрое больше минимально необходимого,
т. е. для LA0 — 3 соседа, LA1 — 3(5 + 1) = 18 соседей, LA2 — 63. Видно,
что на коротких интервалах времени LA0 уступает остальным в точности,
а LA1 и LA2 дают близкие результаты. Естественно, по одному примеру
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Рис. 2.202. Фактическая динамика и результат прогнозирования x–компоненты си-
стемы Лоренца методом LA нулевого, первого и второго порядков

нельзя судить о том, какой вариант (LA1 или LA2) лучше, но важно другое —
роль числа соседей.

Для сравнения на этом же рисунке приведены прогнозы методом LA0
с тем же числом соседей, как для LA1 (линия LA0as1) и LA2 (линия
LA0as2). Легко видеть, что с ростом количества соседей происходит «сгла-
живание» прогноза LA0, вызванное увеличением различий между векто-
рами, попавшими в число соседей стартового вектора, а следовательно,
и их прогнозами. Поэтому использование LA старших порядков (начиная
со 2–го) при экстраполяции достаточно коротких рядов вряд ли может быть
оправдано.

Таким образом, локальная аппроксимация первого порядка имеет по
сравнению с аппроксимацией второго порядка два существенных преиму-
щества. Во-первых, она требует меньше данных, что важно для коротких
рядов. Во-вторых, получить более точное приближение легче в малой обла-
сти, чем в большой, так как в первом случае различия между величинами
менее выражены.

33.3.3 Прогноз на несколько шагов вперед

Рассмотренный в разделе 33.3.1 общий алгоритм метода LA завер-
шился построением прогноза на один шаг. Чаще всего необходим более
долгосрочный прогноз. Метод LA позволяет его построить. Однако к его
результатам надо относиться осторожно, постоянно контролируя устойчи-
вость прогноза по отношению к небольшим изменениям исходного ряда.
Поэтому лучше заранее оценить максимально возможную длину прогноза.
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В работе [300] предложено два способа, основанных на принципе ло-
кальной аппроксимации и позволяющих строить прогнозы динамики ряда
на несколько шагов: итеративный и прямой. Рассмотрим сначала их алго-
ритмы, а сравнение отложим до построения общей модели (см. п. 33.4).
К этим двум методам также можно добавить еще один способ — итератив-
ный вариант с пересчетом, который также будет рассмотрен в этом разделе.

• Итеративный способ прогноза
Пусть требуется построить прогноз на S шагов вперед. Идея итератив-

ного способа состоит в последовательном построении прогноза на один шаг
с добавлением его результата к исходным данным. Иными словами, снача-
ла делается прогноз на один шаг, а затем на основе полученного значения
строится новый вектор в пространстве задержек:

x̂L+1 =




x̂L+1

xL
...

xL−p+2


 . (2.348)

Этот вектор подставляется в правую часть соотношения (2.347) и делается
прогноз еще на один шаг. И так далее. При этом параметры â в (2.347) вы-
бираются те же, что и на первом шаге. Таким образом, каждое следующее
прогнозируемое значение выражается через предыдущее (предыдущие). От-
сюда название способа — итеративный.

Основное преимущество данного способа — простота и легкость про-
гнозирования следующих значений, так как оценка параметров модели про-
водится всего однажды — на первом шаге. В работе [300] обоснована пред-
почтительность именно итеративного способа при работе с хаотическими
системами. Однако на практике он не всегда оказывается лучшим. Основная
причина невысокой точности прогноза, получаемого этим способом, связа-
на, по-видимому, с неявно используемой предпосылкой о том, что соседями
всех строящихся по принципу (2.348) новых векторов задержек являются
те же векторы, которые были соседями стартового. Этот факт следует из
неизменности параметров в уравнении (2.347), что, очевидно, не всегда
верно.

• Итеративный способ с пересчетом параметров
Можно попытаться улучшить итеративный способ, отказавшись от

предпосылки идентичности соседей всех новых прогнозируемых векторов.
При этом требуется пересчитывать заново на каждом шаге параметры в вы-
ражении (2.347). Следовательно, чтобы построить прогноз на два шага, по-
сле получения прогноза на один шаг и определения нового вектора (2.348)
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в пространстве задержек, который будет теперь считаться стартовым, необ-
ходимо полностью повторить процедуру прогнозирования на один шаг и так
далее. В этом случае время на построение длительного прогноза может
сильно возрасти по сравнению с простым итеративным способом.

Вариант с пересчетом параметров свободен от основного недостатка
простого итеративного способа, но так же имеет свои минусы. Главный —
это высокая вероятность ошибочного выбора соседей. Поскольку выбор со-
седей в этом варианте проводится на каждом шаге, то также на каждом
шаге возрастает ошибка прогноза, связанная с вероятностью неправиль-
ного выбора. Вследствие этого, особенно при работе со стохастическими
рядами, высока вероятность перехода на смежную траекторию. Контроль
правильности выбора «нужных» соседей затруднителен, и поэтому приме-
нение рассматриваемого способа также может не обеспечивать желаемой
надежности прогноза.

• Прямой прогноз
При прямом способе прогноза на S шагов вперед стартовый вектор

и все его соседи остаются неизменными, а прогноз строится независимо
для всех t ∈ [1, . . . , S]:

x̂L+t = f
(
xL, â

(t)
)
.

Таким образом, для выбранных векторов–соседей строится зависимость
значения ряда через t шагов от координат исходного вектора, оценивают-
ся параметры этой зависимости, т. е. коэффициенты â(t) и с помощью них
затем строится прогноз на t шагов для стартового вектора. Коэффициенты
аппроксимации для всех t оцениваются независимо.

При прямом прогнозе отсутствуют недостатки двух первых способов —
гипотеза о неизменности соседей здесь не вызывает сомнения, а накопления
ошибки не происходит. Однако этот вариант более требователен к длине ря-
да, так как для прогноза на t шагов необходимы соседи, после которых име-
ется еще как минимум t известных векторов. Как будет показано в разделе
33.4, статистически этот способ должен обеспечивать наиболее надежные
результаты.

В качестве примера рассмотрим уравнение Маккея–Гласса (MG), кото-
рое используется как модель процесса регенерации кровяных телец [412]:

dx
dt

=
ax(t− ∆t)

1 + xc(t− ∆t)
− bx(t),
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где a = 0, 2; b = 0, 1; c = 10, ∆t = 17. Как известно, при данных значени-
ях параметров и времени задержки это уравнение проявляет хаотические
свойства.

Прогноз для уравнения MG на S = 164 шага тремя рассмотренными
способами иллюстрирует рис. 2.203. Видно, что при итеративном спосо-
бе прогнозируемые значения, начиная с четвертого шага экспоненциально
быстро отклоняются от истинных (для S = 164 это отклонение уже поряд-
ка 1015).

Прогноз с пересчетом давал приемлемые результаты дольше, но при-
близительно с сорокового шага он начал существенно уступать прямому
прогнозу.

Рис. 2.203. Итеративный, прямой и прямой с пересчетом прогнозы методом LA1

На основе этого примера можно предположить, что итеративный вари-
ант будет лучшим при очень малых величинах S, когда справедливо пред-
положение о том, что предсказанный вектор остается соседом стартового.
В остальных случаях, вероятно, прямой прогноз даст более достоверный
результат.

33.4 Общее решение задачи прогноза

Рассмотренные выше примеры использования LA для экстраполяции
временных рядов позволяют сделать ряд выводов об эффективности его
различных вариантов. Однако для достоверности этих выводов, а также
с целью получения инструмента для выбора оптимального варианта без
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проведения численных расчетов необходимо найти аналитическое решение
задачи прогноза методом LA.

33.4.1 Построение системы уравнений LA

Вновь обратимся к задаче построения прогноза на один шаг вперед,
а точнее — к выбору локального представления. В общем случае функ-
цию f (xt, a) из (2.340) можно представить как

f (xt, a) = a0 + a1xt + a2xt−1 + . . .+ aMxt−M+1+

+a11x
2
t + a12xtxt−1 + . . .+ a111x

3
t + a112x

2
txt−1 + . . . .

(2.349)

Если положить все коэффициенты кроме a0 равными нулю, то получим LA0.
Оставив коэффициенты только с одним индексом, придем к LA1, с одним
и двумя индексами — к LA2, и т. д. Следовательно, соотношение (2.340)
в обобщенном виде можно записать следующим образом:

xt+1 = a0 + XT
t A, (2.350)

где
XT
t =

(
xtxt−1 . . . xt−M+1x

2
txtxt−1 . . . x

3
tx

2
txt−1 . . .

)

и
AT = (a1a2 . . . aMa11a12 . . . a111a112 . . .)

— обобщенный вектор в пространстве задержек и обобщенный вектор ко-
эффициентов, соответственно. Для упрощения записи будем использовать
единую нумерацию координат этих векторов, а сами векторы обозначать
маленькой буквой. Какой именно вектор имеется ввиду — обычный или
обобщенный — зависит от рассматриваемого порядка LA. Если анализи-
руется любой вариант LA, кроме LA1, значит используются обобщенные
векторы коэффициентов и задержек.

Таким образом, далее используется единая запись для уравнения LA
любого порядка:

xt+1 = a0 + xT
t a, (2.351)

где
aT = (a1a2 . . .) , xT

t = (xtxt−1 . . .) .

При этом постоянная a0, как и ранее, выделяется не случайно. Вопрос о
ее учете оказывается не простым. С одной стороны, наличие постоянной
аналогично добавлению строки из единиц в матрицу задержек. С другой
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стороны, без ее введения велика вероятность систематических ошибок при
численных расчетах. Рассмотрим этот вопрос подробнее.

Запишем уравнение (2.351) для LA1 в терминах матрицы задержек:

xt+1 =
(

1 xt · · ·xt−p+1︸ ︷︷ ︸
)



a0

a1

...
ap


 .

Выделенная фигурной скобкой часть — это транспонированный вектор
в пространстве задержек, т. е. один из столбцов матрицы X. Таким об-
разом, при прогнозировании матрица задержек неявно расширяется за счет
добавления строки из единиц. А это несколько противоречит принципу ее
построения.

Казалось бы, такого необоснованного расширения в большинстве слу-
чаев можно избежать уже в рамках линейного приближения, увеличив раз-
мерность реконструкции на единицу:

xt+2 = aII
0 +

p∑
i=1

aII
i xt−i+2

xt+1 = aI
0 +

p∑
i=1

aI
ixt−i+1

⇒ xt+2 =
p+1∑
i=1

bixt−i+2,

b1 = aII
1 +

aII
0

aI
0

, bp+1 = −aI
p

aII
0

aI
0

,

bi = aII
i − aI

i−1

aII
0

aI
0

, aI
0 6= 0, i = 2, . . . , p.

В последнем выражении постоянная уже не присутствует. Однако в ре-
альной ситуации при построении регрессионных зависимостей для оценки
коэффициентов ее отсутствие может привести к систематическим ошибкам
(см. рис. 2.204). Поэтому постоянную приходится сохранять, хотя это может
быть недостаточно обосновано с точки зрения метода задержек.

Чтобы оценить неизвестные коэффициенты (a0, a) в уравнении (2.351),
воспользуемся гипотезой их постоянства для всех соседей стартового векто-
ра, т. е. основной гипотезой LA. В результате получится следующая система
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Рис. 2.204. Учет постоянной при построении линейной регрессии. Жирная линия —
постоянная учитывалась, тонкая — нет. Точки — исходные данные

уравнений:

xs1+S = a0 + a1xs1 + a2xs1−1 + . . .+ apxs1−p+1,

xs2+S = a0 + a1xs2 + a2xs2−1 + . . .+ apxs2−p+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xsΞ+S = a0 + a1xsΞ + a2xsΞ−1 + . . .+ apxsΞ−p+1.

(2.352)

Она построена для общего случая прогноза значения ряда, удаленного на S
шагов от последнего известного вектора. Для прогноза на один шаг можно
положить S = 1. Индексы s1, . . . , sΞ указывают номера значений ряда.

Перепишем (2.352) в следующем виде:




xs1+S

xs2+S

...

xsΞ+S




=




1

1

...

1



a0 +




xs1 xs1−1 · · · xs1−p+1

xs2 xs2−1 · · · xs2−p+1

...
...

. . .
...

xsΞ xsΞ−1 · · · xsΞ−p+1







a1

a2

...

ap



.

(2.353)
Здесь большая матрица (матрица соседей) — это транспонированный фраг-
мент матрицы задержек, состоящий лишь из одних соседей стартового век-
тора (в случае LA1). Левая часть представляет собой результаты эволюции
каждого из соседей за S шагов и {a0, . . . , ap} — параметры аппроксимации,
которые надо определить. Для нулевого порядка система (2.353) трансфор-
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мируется в соотношение




xs1+S

xs2+S

...
xsΞ+S


 =




1
1
...
1


 a0.

Для упрощения записи обозначим xsk+S как yk, где k — номер соседа,
а матрицу соседей (возможно, обобщенную) — как X. Для вектора коэф-
фициентов оставим обозначение (a0, a). Тогда система уравнений (2.352)
примет вид

Y = Ia0 + Xa. (2.354)

Требуется оценить параметры (a0, a).

33.4.2 Аналитическое решение задачи прогноза методом LA

Решение системы (2.354) будем искать с помощью МНК. Для нее кри-
терий МНК (ср. (2.346)) имеет вид:

Φ = (Y − Ia0 − Xa)T (Y − Ia0 − Xa) → min
{a0,a}

.

Условия первого порядка этой задачи можно записать как

∂Φ
∂a0

: −2IT (Y − Ia0 − Xa) = 0,

∂Φ
∂a

: −2XT (Y − Ia0 − Xa) = 0.

(2.355)

Выразим теперь из первого соотношения a0:

a0 =
IT (Y − Xa)

ITI
. (2.356)

Здесь ITI просто равно Ξ. Подставляя a0 во второе соотношение (2.355),
получим оценку вектора коэффициентов a:

â =

[
XT

(
E− IIT

ITI

)
X

]−1

XT

(
E− IIT

ITI

)
Y, (2.357)
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где EΞ×Ξ — единичная матрица. Это выражение определяет все необхо-
димые для построения прогноза коэффициенты, если, конечно, матрица
в квадратных скобках обратима22. Оценку â0 можно получить из соотно-
шения (2.356), подставив вместо коэффициентов a их оценки, полученные
из (2.357).

Полученные оценки коэффициентов позволяют получить аналитиче-
ское выражение для прогнозируемого значения ряда x̂L+S в момент L+ S.
Сделаем это поэтапно, одновременно анализируя получаемые результаты.

Сначала подставим в уравнение (2.351) стартовый вектор xL (возмож-
но, обобщенный по принципу (2.350))

x̂L+S = â0 + xT
Lâ

и только что полученную оценку â0

x̂L+S = IT

ITI
(Y − Xâ) + xT

Lâ.

Преобразуем полученное выражение следующим образом:

x̂L+S = Ȳ +
(
xT
L − X̄

)
â. (2.358)

Здесь Ȳ — среднее значение вектора Y, т. е. прогноз по LA0, X̄ — век-
тор средних значений координат в матрице соседей X, т. е. «усредненный»
сосед.

Соотношение (2.358) имеет особый смысл. Оно показывает, что про-
гноз, полученный методом локальной аппроксимации любого порядка, есть
линейная комбинация прогноза нулевого порядка и отклонений стартового
вектора от «усредненного» соседа. Отсюда вытекает два важных следствия.

1. Поправка, обусловленная отклонением стартового вектора от «усред-
ненного» соседа, корректирует неравномерность распределения соседей во-
круг стартового вектора. Это следует из того, что в случаях, когда старто-
вый вектор одновременно является и центральным (с учетом выбранного
порядка аппроксимации), т. е. совпадает с «усредненным» соседом, поправ-
ка к прогнозу по LA0 в соответствии с (2.358) оказывается равной нулю.
Частным случаем такого распределения является полное совпадение сосе-
дей и стартового вектора. Такая ситуация может возникнуть при анализе
периодического ряда.

22Способы расчета коэффициентов, если матрица необратима, требуют отдельного рассмот-
рения и специальных методов, что существенно усложняет процедуру [243].
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2. Поправка прогноза зависит именно от отклонения стартового век-
тора от центрального вектора для соседей, а не от абсолютных значений
координат векторов. Следовательно, при численных расчетах методом LA
правильнее рассматривать не сами векторы-соседи, а их отклонения от ги-
потетического центрального вектора.

Возвращаясь к вопросу о включении константы в уравнение (2.351),
заметим, что метод LA0 при ее отсутствии не реализуется и, следовательно,
рассмотренные свойства решения задачи прогноза LA без постоянной не
проявляются.

Запишем в явном виде решение задачи прогноза по методу LA. На
основе выражений (2.357), (2.358) имеем:

x̂L+S = Ȳ +
(
xL − X̄

) [(
X − IX̄

)T (
X − IX̄

)]−1 (
X − IX̄

)T (
Y − IȲ

)
.

(2.359)
Здесь использовано свойство

(
E− IIT

ITI

)
=

(
E − IIT

ITI

)T (
E− IIT

ITI

)
.

Из соотношения (2.359) видно, что в выражении для прогноза все исходные
данные, кроме Ȳ («усредненного» прогноза, совпадающего с прогнозом
LA0) входят в виде отклонений:

(
xL − X̄

)
— отклонение стартового вектора

от «усредненного» соседа;
(
X − IX̄

)T
— матрица отклонений соседей от

«усредненного» соседа;
(
Y − IȲ

)
— вектор отклонений индивидуальных

«результатов эволюции» соседей за S шагов от среднего варианта эволюции.
Таким образом, произошел переход к центрированным величинам.

Уравнение (2.359) может быть непосредственно использовано для по-
лучения прогноза методом LA при численных расчетах. Единственным
условием его применения является обратимость матрицы, стоящей в квад-
ратных скобках. К сожалению, при достаточно длинном ряде и соседях,
близких к стартовому вектору, эта матрица плохо обусловлена и для реше-
ния уравнения требуется применение специальных методов.

33.5 Выбор оптимального варианта LA при прогнозировании на
несколько шагов вперед

Полученное в предыдущем разделе в явном виде решение задачи про-
гноза методом LA может быть использовано для анализа различных свойств
прогноза, таких как точность, устойчивость и др. без проведения численных
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расчетов. Сравнение же свойств прогнозов, получаемых в разных вариантах
LA, позволяет выбрать оптимальный вариант метода.

33.5.1 Способы решения задачи прогноза на несколько шагов вперед

Основные варианты построения прогноза на несколько шагов вперед
методом LA качественно были описаны выше. Остановимся на их реализа-
ции в рамках общей модели LA.

Первый шаг во всех вариантах одинаков — построение методом LA
выбранного порядка прогноза для момента времени L+1. При этом оцени-
ваются параметры аппроксимации (a0, a). На основе полученного прогноза
достраивается матрица X посредством добавления к ней нового вектора,
содержащего в качестве первой координаты найденное значение (2.348).
Дальше способы прогноза расходятся.

• Итеративный способ прогноза. В этом варианте предполагается, что
получившийся вектор — сосед стартового. Как было отмечено в разделе
33.3.3, такое предположение весьма сомнительно, особенно если рассмат-
ривается случай больших временных интервалов между значениями ряда.
Применительно к модели LA оно означает, что коэффициенты a для вектора
(2.348) при прогнозе (L+2)-го значения ряда совпадают с коэффициентами,
рассчитанными для стартового вектора, и, следовательно, прогнозируемое
выражение для (L+ S)-го значения ряда (ср. (2.358)) имеет вид:

x̂L+S = Ȳ (L+1) +

((
x̂

(L+S)
L+S−1

)T

− X̄
(L+1)

)
â(L+1). (2.360)

Индексы в скобках показывают, на каком шаге прогноза рассчитывается
соответствующая величина: (L+ 1) означает, что она вычисляется только
на первом шаге и далее не пересчитывается; значение с индексом (L+ S)
вычисляется заново на каждом шаге.

В выражении (2.360) все величины за исключением вектора x̂
(L+S)
L+S−1,

рассчитанного на предыдущем шаге прогноза, остаются неизменными для
всех прогнозируемых моментов времени. Этот факт отражен в их индексах

(L+ 1). Вектор координат «усредненного» соседа X̄
(L+1)

рассчитан по
исходному набору соседей и также не зависит от номера шага прогноза.

Основное преимущество итеративного способа — быстрота и легкость
расчета, поскольку не надо искать заново соседей и пересчитывать коэф-
фициенты. Главный недостаток — необходимость принятия не бесспорного
предположения, что любой вектор x̂

(L+S)
L+S−1 является соседом стартового

вектора.
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В работе [300] показано, что теоретически этот вариант наиболее об-
основан. Мы не будем рассматривать это доказательство, отметим только,
что для базового варианта LA0 прогноз этим способом даст универсальный
результат:

x̄L+S = Ȳ (L+1) = const(S). (2.361)

Таким образом, прогноз по LA0 итеративным способом для любого ряда
и на любой период — постоянная, не зависящая от времени. Этот результат
при всей его очевидной ошибочности является следствием предположения,
на котором основан итеративный способ.

• Прямой прогноз для каждого следующего момента времени. Про-
гноз этим способом проводится независимо для всех искомых значений
ряда, т. е. прогноз значения ряда в момент L + 1 никак не влияет на по-
строение величины в момент L + 2. Прямой способ прогноза реализуется
подстановкой в левую часть основного уравнения LA (2.353) результатов
эволюции соседей за нужное число шагов. Следовательно, для прогноза ря-
да к моменту L + S в левую часть (2.353) нужно подставить те значения
векторов-соседей, в которые они перешли за S шагов. Общий вид прогноза
(L+S)-го значения ряда прямым способом в тех же обозначениях, которые
использовались для описания итеративного способа, дается выражением:

x̂L+S = Ȳ (L+S) +

((
x̂

(L+1)
L

)T

− X̄
(L+1)

)
â(L+S).

При использовании этого способа на каждом шаге пересчитываются как
прогноз LA0 (значение Ȳ (L+S)), так и коэффициенты линейной комбина-
ции (вектор â(L+S)). При этом стартовый вектор и соседи остаются неиз-
менными.

В отличие от итеративных вариантов, прямой способ прогнозирова-
ния не может дать неограниченно возрастающие значения, так как здесь не
происходит накопления ошибки прогноза, а ошибка за один шаг не влияет
на прогноз следующего. В случае итеративного прогноза ошибка на пер-
вом шаге, в соответствии с (2.360), повлияет на прогноз для второго шага
и так далее. Следовательно, единственная значительная ошибка на одном из
шагов при итеративном способе прогнозирования сделает бессмысленным
весь дальнейший прогноз.

• Итеративный способ с пересчетом параметров. Этот вариант, оста-
ваясь по существу итеративным, не использует предположения, что каждый
новый предсказанный вектор является соседом стартового. При прогнози-
ровании этим способом для каждого нового вектора прогноза определяются
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свои соседи. Таким образом, алгоритм предсказания данным вариантом LA
следующий: определить соседей стартового вектора (в отличие от простого
итеративного варианта здесь эта процедура должна осуществляться на каж-
дом шаге), построить прогноз на один шаг вперед, добавить полученный
вектор как последний в матрицу X и выбрать его в качестве стартового.
Повторением этой процедуры S раз можно получить прогноз для значений
ряда в моменты L+1, L+2, . . . , L+S. Если в частном случае окажется, что
на каждом шаге прогноза соседи стартового вектора были одни и те же, то
результат прогноза совпадет с результатом простого итеративного способа.

Общий вид решения задачи прогноза для (L + S)-го значения ряда
при использовании итеративного способа с пересчетом параметров можно
записать как

x̂L+S = Ȳ (L+S) +

((
x̂

(L+S)
L+S−1

)T

− ˆ̄X(L+S)

)
â(L+S).

Для расчета вектора ˆ̄X(L+S) («усредненный» сосед) могут использоваться
результаты прогнозов предшествующих значений ряда, поэтому к его обо-
значению добавлена «крышечка». Заметим, что эта особенность не всегда
ведет к повышению устойчивости получаемого результата.

• Качественное сравнение рассмотренных способов. Вернемся к при-
меру из работы [300] о прогнозировании погоды и рассмотрим, как работает
каждый из рассмотренных способов. Ограничимся вариантами нулевого по-
рядка (LA0) и выбором только одного ближайшего соседа. Тогда алгоритм
действий при итеративном способе можно представить следующим обра-
зом: находим в истории день с наиболее похожей на сегодняшний день
погодой, смотрим, какая погода была в следующий за ним день и утвержда-
ем, что такая же погода будет завтра, послезавтра и т. п.

При использовании прямого способа прогнозом на завтра будет та по-
года, что была в день, следующий за найденным в истории; на послезав-
тра — та, что была через день после найденного и так далее. Здесь может
возникнуть некоторая сложность, связанная с тем, что наиболее похожим
на сегодняшний день может оказаться вчерашний. Тогда для прогноза на
послезавтра придется искать другого соседа, так как мы не знаем досто-
верно, какая «была» (точнее, «будет») погода через день после вчерашнего
дня, т. е. завтра. Но эту проблему можно легко снять, ограничив заранее
выбор соседей только теми из них, которые удалены от сегодняшнего дня
на необходимую длительность прогноза.

Наконец, при использовании итеративного способа с пересчетом полу-
чится следующая последовательность действий: предсказываем погоду на
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завтра; считая, что угадали, для прогноза на послезавтра ищем день с по-
годой, наиболее похожей на только что сделанный прогноз и утверждаем,
что послезавтра погода будет такой же как в день, последовавший за ним.

Основным результатом проведенного сравнения является предположе-
ние, что наиболее устойчивым методом, дающим самый точный прогноз
среди рассмотренных способов, является прямой способ прогноза. Он бо-
лее полно, чем простой итеративный способ, использует имеющуюся ин-
формацию и более устойчив к ошибкам в данных и в вычислениях, чем
любой из итеративных вариантов.

33.5.2 Величина ошибки прогноза: предпосылки выбора порядка
аппроксимации и способа прогнозирования

Имея общий вид выражения для прогнозируемого значения ряда в мо-
мент L+ S, можно оценить насколько в среднем оно отличается от истин-
ного значения ряда в этот момент. Для этого предположим, во–первых, что
истинное значение ряда в момент L+ S существует и, во–вторых, что оно
задается некоторой гладкой функцией вида

xL+S = fS (xL) . (2.362)

Введем ошибку прогноза на шаге S как

ES = |xL+S − x̂L+S | . (2.363)

Цель настоящего раздела — получить явное выражение для ошибки прогно-
за в случае итеративного и прямого способов прогнозирования. В случае
итеративного способа с пересчетом параметров оценить ошибку значитель-
но сложнее, поскольку возможно изменение набора соседей стартового век-
тора.

При нулевом порядке аппроксимации, следуя (2.361), прогнозируемое
значения ряда при итеративном способе будет представляться как

x̂
(iter)
L+S = 1

Ξ

Ξ∑

s=1

f1

(
xL + δ̂s

)
,

где суммирование ведется по всем соседям стартового вектора. Вектор δ̂s
задает отклонение соседа с номером s от стартового вектора. Выражение
для того же значения ряда, полученное прямым способом, имеет вид:

x̂
(direct)
L+S = 1

Ξ

Ξ∑

s=1

fT

(
xL + δ̂s

)
.
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Подставляя эти соотношения в (2.363), получим значения ошибок прогноза
итеративным и прямым способами, соответственно:

E
(iter)
S =

∣∣∣xL+S −
〈
f1

(
xL + δ̂

)〉∣∣∣ , (2.364)

E
(direct)
S =

∣∣∣xL+S −
〈
fS

(
xL + δ̂

)〉∣∣∣ . (2.365)

Здесь усреднение, обозначенное угловыми скобками, ведется по всем сосе-
дям.

Используя разложение в ряд функции fT

(
xL + δ̂s

)
, соотношения

(2.364), (2.365) в первом порядке по δ̂ можно переписать как

E
(iter)
S = |xL+S − xL+1| +O

(∣∣∣
〈
δ̂
〉∣∣∣
)
,

E
(direct)
S = O

(∣∣∣
〈
δ̂
〉∣∣∣
)
.

В предельном случае, когда соседи распределены равномерно вокруг

стартового вектора и, следовательно,
∣∣∣
〈
δ̂
〉∣∣∣ → 0, прогноз по прямому спо-

собу стремится к истинному значению, тогда как прогноз по итеративному
способу имеет систематическую неубывающую ошибку. Таким образом,
более предпочтительным оказывается прямой способ прогноза.

При аппроксимации ненулевого порядка в соответствии с (2.360) ре-
шение задачи прогноза итеративным способом можно представить в виде:

x̂
(iter)
L+S =

(
Ȳ (L+1) − X̄

(L+1)
â(L+1)

)
b̂0 + xT

Lb̂.

Здесь
(
b̂0b̂

T
)

— некоторые коэффициенты. Их значения зависят только от

координат найденного на первом шаге вектора параметров
(
â0â

T
)

и дли-
тельности прогноза. Таким образом, итеративный способ в лучшем случае
дает линейную по координатам стартового вектора аппроксимацию функ-
ции (2.362). Последнее означает, что если выбран порядок аппроксимации p,
то имеет место нелинейная аппроксимация p-го порядка с постоянными ко-
эффициентами.

Независимо от выбранного порядка прямой вариант LA в общем случае
дает аппроксимацию первого порядка. Тем не менее и в этом варианте
увеличение порядка LA может повышать точность аппроксимации.

33. Временные ряды: анализ и прогноз 455

Рассмотрим прямой вариант LA1 в одномерном случае. Ошибку про-
гноза можно представить как

E
(direct)
S =

∣∣∣∣∣
(
f ′S(x) − f̂ ′S

) ∑Ξ
s=1 δs

Ξ
− f ′′S (x)

∑Ξ
s=1 δ

2
s

2Ξ
+O

(
δ3
)
∣∣∣∣∣ . (2.366)

Следовательно, переход от нулевого к первому порядку позволяет снизить
вклад в ошибку линейного члена по δ за счет оценки величины производной.
В случае равномерного распределения соседей вокруг стартового вектора,
так же как и при нулевом порядке, получается аппроксимация с точностью
до второго порядка по отклонению. Иногда к хорошим результатам приво-
дит увеличение порядка метода, т. е. переход к LA2.

Главное достоинство прямого варианта LA — это уменьшение ошибки
с приближением соседей к стартовому вектору: при ограниченности f ′′S (x)

и δ → 0, E(direct)
S → 0. Такого не происходит в итеративном варианте:

ошибка E(iter)
S определятся поведением функции fS и независимо от ве-

личины отклонений может быть сравнима с самим значением прогноза,
начиная уже со второго шага.

Общий вывод из проведенного анализа следующий: итеративный ва-
риант нулевого порядка полностью соответствует определению и дает ап-
проксимацию нулевого порядка, т. е. прогноз на любое количество шагов
аппроксимируется значением прогноза на один шаг вперед. В то же время
при прямом варианте LA0 сразу получается аппроксимация первого поряд-
ка, а при равномерном распределении соседей вокруг стартового вектора —
второго порядка.

Таким образом, при использовании прямого варианта LA0 прогноз тем
точнее, чем ближе и равномернее относительно стартового вектора рас-
пределены соседи, тогда как итеративный вариант подобен стоящим часам,
которые иногда показывают точное время. Использование в итеративном ва-
рианте LA высших порядков позволяет качественно улучшить прогноз, но
с увеличением порядка для оценки параметров требуется больше соседей.
Это приводит к снижению качества прогноза. Поэтому при использовании
итеративного варианта важен оптимальный выбор порядка аппроксимации.
В прямом варианте LA выбрать порядок легче. Если ряд короткий и соседи
распределены неравномерно вокруг стартового вектора, то оптимален LA1,
так как в этом случае минимизируется вклад в величину ошибки прогноза
линейного по отклонениям слагаемого в (2.366). Дальнейшее увеличение
порядка аппроксимации к качественному улучшению не приведет. В случае
длинного ряда с равномерным распределением соседей линейное слагаемое
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в (2.366) в силу своей малости практически не влияет на величину ошибки,
и здесь может оказаться полезным применение LA2.

Оценим для прямого и итеративного вариантов ошибку прогноза, свя-
занную с конечной точностью вычислений. Введем несколько дополнитель-
ных предположений.

1. Исходный ряд бесконечно длинный, т. е. всегда можно найти необ-
ходимое количество истинных соседей для стартового вектора.

2. Аппроксимация функции fS (x), xL+S = fS (xL) любым из рассмат-
риваемых вариантов прогноза является абсолютно точной, т. е. дает те же
значения, которые были бы получены с помощью истинной функции.

3. Единственная причина ошибки при прогнозировании — конечность
представления числовых значений ряда (ограниченность машинной точно-
сти представления чисел). Поэтому в процессе расчетов вместо истинного
значения ряда подставляется ближайшее округленное значение, отличаю-
щееся от истинного на величину, не превосходящую δ (параметр, характе-
ризующий машинную точность представления чисел). Тогда ошибка, воз-
никающая из-за этого ограничения, распределена равномерно на интервале
(−δ, δ). Дисперсия такой величины есть δ2/3. Для обозначения ошибки
введем величину ε

(
0, δ2/3

)
, где первая цифра в скобках — математическое

ожидание ошибки, вторая — дисперсия.
4. Будем рассматривать одномерный случай и предположим, что

|dfS(x)/dx| ≈ kS , где k — величина, которая определяется параметрами
системы и не зависит от S и x. Несмотря на то, что x теперь скаляр,
оставим для нее прежнее полужирное написание. Используя показатель Ля-
пунова λ, для достаточно больших t найдем: |dft(x)/dx| ≈ eλt. Учитывая,
что t = τS, где τ — промежуток времени между значениями ряда, и считая,
что τ велико, получим:

∣∣∣∣∣
dft (x)

dx

∣∣∣∣∣ ≈ eλτS = kS .

Оценим в рамках указанных предположений ошибку прогноза на шаге
S. При условии бесконечности ряда для любого стартового значения xL
всегда найдется ближайший сосед x, совпадающий с ним в пределах ошиб-
ки округления: x = xL + ε

(
0, δ2/3

)
. В таком случае значение прогноза на

шаге S будет с точностью до ошибки округления совпадать со значением,
в которое за S шагов перейдет ближайший сосед стартового вектора:

x̂L+S = fS (x) + ε

(
0, δ

2

3

)
= fS

(
xL + ε

(
0, δ

2

3

))
+ ε

(
0, δ

2

3

)
. (2.367)
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Разложим функцию эволюции в (2.367) в ряд по степеням отклонения со-
седа от стартового вектора (до первого порядка включительно). Тогда

x̂L+S ≈ xL+S + ε

(
0, δ

2

3

)
kS + ε

(
0, δ

2

3

)
.

Считая ошибки некоррелированными, отсюда находим:

x̂L+S = xL+S + ε

(
0, δ

2

3

(
k2S + 1

))
. (2.368)

Следовательно, в прямом способе математическое ожидание прогноза долж-
но совпадать с истинным значением, а дисперсия прогноза равна

Ddirect
S = δ2

3

(
k2S + 1

)
. (2.369)

В случае итеративного прогноза на первом шаге в соответствии
с (2.368) получим:

x̂L+1 = xL+1 + ε

(
0, δ

2

3

(
k2 + 1

))
.

Аналогично, значение прогноза на втором шаге в соответствии с (2.367)
примет вид

x̂iterL+2 = xL+2 + ε

(
0, δ

2

3

[(
k2 + 1

)
k2 + 1

])
.

Значит, происходит накопление ошибки округления на каждом шаге. Про-
должая построение прогноза для следующих шагов, можно получить об-
щее выражение для дисперсии ошибки прогноза в итеративном варианте:
Diter
S = δ2dS/3, dS = dS−1k

2 + 1, d0 = 1 или

Diter
S = δ2

3

S∑

j=0

k2j = δ2

3


k2S +

S−1∑

j=1

k2j + 1


 . (2.370)
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Математическое ожидание в итеративном варианте также должно (при точ-
ной аппроксимации функции преобразования) совпадать с истинным значе-
нием ряда.

Сравнивая выражения (2.370) и (2.369), можно заметить, что Diter
S >

> Ddirect
S , причем равенство возможно только либо при k = 0, либо при S =

= 1. В остальных случаяхDiter
S > Ddirect

S , т. е. ошибка прогноза в итератив-
ном варианте должна быть не меньше, чем при прямом варианте прогноза.
Поэтому прямой вариант прогнозирования снова оказывается предпочти-
тельнее итеративного. В случае нехаотического поведения системы k = 1
и Ddirect

S = 2δ2/3, Diter
S = (S + 1)δ2/3. Рост Diter

S с увеличением S — это
следствие увеличения ошибки за счет последовательных округлений.

То же самое происходит, если вместо того, чтобы измерять длину от-
резка целиком, разбить его на части и измерять каждую часть отдельно,
округляя получаемые результаты. В предельном случае, если длина любой
части отрезка окажется меньше половины деления линейки (при стандарт-
ных правилах округления в сторону ближайшего целого), то общая длина
отрезка, измеренная таким образом, получится нулевой, вне зависимости
от его реальной длины.

Основным результатом проведенного сравнения вариантов LA являет-
ся тот факт, что наиболее универсальным методом при прогнозировании
достаточно длинных стационарных нерегулярных временных рядов будет
прямой вариант LA0. С одной стороны, он может обеспечивать прогно-
зирование с величиной ошибки, убывающей пропорционально среднему
квадрату отклонений соседей от стартового вектора. С другой стороны,
расчет по этому методу является самым простым из всех рассмотренных.
Кроме того, при его использовании не вносятся дополнительные ошибки,
связанные с методом поиска коэффициентов. Это полностью соответствует
интуитивно понятному методу прогноза по историческим аналогиям. В слу-
чае ограниченного набора данных или их неравномерного распределения
вокруг стартового вектора можно воспользоваться прямым вариантом LA1.

33.5.3 Результаты численного сравнения

Осуществить проверку соотношений (2.369) и (2.370) для стохастиче-
ских рядов численно не представляется возможным, так как первые два
предположения, на основе которых они были выведены, на практике нере-
ализуемы. Однако можно сравнить точности прогнозов, получаемых раз-
личными вариантами LA. В качестве объектов сравнения точности про-
гнозов выберем ряды, полученные из тех же уравнений MG и Лоренца, а
сравнивать получаемые прогнозы будем, следуя работе [300], по величине
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нормированной среднеквадратичной ошибки или ошибки прогноза:

E =

√√√√√√√

〈(
ft+S − f̂t+S

)2
〉

t〈
(ft − 〈ft〉t)

2
〉

t

.

Здесь усреднение проводится по моментам начала прогноза. Естественно,
чем меньше ошибка прогноза, тем он лучше. Если величина E превышает
единицу, то прогноз неудачный и вместо него лучше взять среднее значе-
ние ряда. Для большей надежности получаемой оценки используется не
арифметическое среднее по начальным моментам прогноза, а медиана.

Рассмотрим сначала ряд значений, полученный из уравнения MG при
тех же условиях, что и в работе [300]: N = 10 000, τ = 6, p = 4, количество
соседей — вдвое больше минимального, т. е. Ξ = 2 для LA0, Ξ = 10 для
LA1 и Ξ = 30 для LA2. Результаты сравнения представлены на рис. 2.205.
Из рисунка следует, что в данном примере лучшим оказался итеративный
вариант с пересчетом; причем если для нулевого порядка его преимущество
незначительно, то при применении старших порядков аппроксимации этот
вариант имеет абсолютное преимущество перед прямым вариантом LA.
Прогноз по итеративному варианту LA оказался совершенно неудачным
и просто несравнимым с другими вариантами (см. врезку на рис. 2.205).
Этот результат принципиально отличается от полученного при тех же усло-
виях в работе [300]. Там итеративный вариант оказался лучше прямого.

Во всех вариантах лучшие результаты получились при использовании
первого порядка аппроксимации. Второй порядок дал худшие результаты.
Прогноз при нулевом порядке аппроксимации оказался существенно хуже,
правда, в прямом варианте только при небольшой длине прогноза.

Таким образом, здесь лучшим оказался итеративный вариант с пере-
счетом первого порядка. В прямом варианте лучшие результаты также были
получены при аппроксимации первого порядка, но на достаточном удале-
нии от стартовой точки результат практически не зависит от порядка ап-
проксимации. Однако если немного изменить параметры, в первую очередь
значение τ , т. е. рассмотреть ряд MG при τ = 1 и выбрать количество сосе-
дей втрое больше минимального (Ξ = 3 для LA0, Ξ = 15 для LA1 и Ξ = 45
для LA2), результаты окажутся другими. Они представлены на рис. 2.206. В
этом примере результат итеративного варианта LA снова оказался худшим,
но лучшим стал уже прямой вариант LA.

Обрыв линии, соответствующей прогнозу по итеративному варианту
с пересчетом второго порядка, связан с особенностями численной реали-
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Рис. 2.205. Зависимость ошибки от длины прогноза для ряда MG (τ = 6). Итера-
тивный вариант обозначен как iterat, прямой — direct, итеративный с пересчетом —
recalc. Медианное усреднение по 500-м точкам старта

зации алгоритмов расчета. В данном случае невозможность дальнейшего
построения прогноза была вызвана превышением максимально допустимо-
го числового значения, что обусловлено конечной точностью проводимых
расчетов. Это, а также накопление ошибки, характерное для итеративного
варианта LA, может приводить к некорректным результатам, как это было
в примере на рис. 2.203.

Из рассмотренных примеров следует, что для рядов, ограниченных по
количеству исходных данных, в каждом случае лучшим оказался первый
порядок аппроксимации. Это связано с небольшой длиной применяемых
рядов, поэтому результаты при аппроксимации нулевого порядка оказались
хуже, чем в случае линейной аппроксимации. Проявившееся в большин-
стве случаев превосходство линейной аппроксимации над аппроксимацией
второго порядка связано с ограниченной точностью расчетов. С ростом
порядка аппроксимации отрицательное влияние точности на качество про-
гноза возрастает. Все сказанное относится в первую очередь к прямому
и итеративному с пересчетом вариантам, так как итеративный способ ведет
к неприемлемой точности прогноза.

Итеративный вариант с пересчетом, который дает в среднем результа-
ты, сопоставимые по точности с прямым вариантом, в конкретных задачах
прогноза может применяться только как LA0. Это связано с тем, что при
использовании старших порядков высока вероятность появления система-
тических ошибок за счет характерного для этого варианта быстрого нарас-
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Рис. 2.206. То же, что на рис. 2.205, но при τ = 1

тания погрешности прогноза, обусловленного погрешностями численных
расчетов.

Таким образом, как следует из всего изложенного материала, в каждом
конкретном случае необходимо систематизировать существующие разно-
видности LA и выбрать из них оптимальную. Справиться с этим позволяет
предложенная общая модель методов LA. Она также дает возможность вы-
яснить некоторые существенные особенности получаемого решения задачи
прогноза. Например, оптимальным по соотношению точности и устойчиво-
сти прогноза является прямой вариант LA нулевого порядка. В случае ко-
ротких незашумленных рядов более эффективным может оказаться прямой
вариант LA1. Но при этом важно учитывать связанные с ним вычислитель-
ные сложности.

В первую очередь представленные методы применимы к системам,
временные масштабы существования которых значительно превосходят пе-
риоды наблюдений и прогнозов. Кроме того, процесс измерений, как и его
результаты, не должны влиять на динамику системы. Поэтому в качестве
примеров мы не рассматривали увлекательные задачи прогноза курсов ак-
ций или валют.

В заключение отметим, что для выявления всех достоинств и недо-
статков хорошо было бы провести сравнение алгоритма LA и результа-
тов прогноза посредством LA с другими известными методами, которые
близки по идеологии, но не являются локальными [68, 519]. Кроме того,
желательна проверка на реальных рядах, рассмотренных, например, в рабо-
тах [124, 125, 318, 402].



Gruppenfuhrer
Text Box
Библиографический комментарий

Gruppenfuhrer
Text Box
выше



548 Библиографический комментарий

стемами. Описание бильярдов с возмущаемыми границами можно найти
в [132, 407, 409]

Аттракторам диссипативных динамических систем посвящено боль-
шое число работ. В качестве введения в предмет можно рекомендо-
вать обзоры [29, 115, 202] и монографии [189, 201, 233, 432]. С мето-
дами исследования устойчивости систем можно познакомиться по кни-
гам [45, 90, 158, 204]. Теория показателей Флоке рассматривается, напри-
мер, в [51, 90, 189, 190, 241]. Различные понятия и определения аттрактора
имеются в [29, 33, 115, 173, 201, 202, 294, 338, 438]. Математическое опре-
деление физически наблюдаемого стохастического аттрактора предложено
в [54, 179]. Понятие квазиаттрактора можно найти в статьях [32, 211, 212].
Система Лоренца впервые введена в [117, 478] и исследовалась во мно-
гих работах [35,54,55,67,89,114,116,145,158,198,467,497]. С различными
математическими аспектами странных аттракторов можно познакомиться
по [28,29,54,173,179,202,294,429,440,475]. Физические концепции хаоти-
ческих колебаний изложены в [6, 51, 110, 158, 233, 368,432,471,514].

Критерии динамического хаоса рассматриваются в [116, 158, 179, 201,
432]. Теория характеристических показателей Ляпунова и методы их рас-
чета излагаются в [6, 115, 116, 158, 189, 228, 294, 312, 485, 528]. Энтропия
динамических систем впервые была введена в [97, 98, 176]. С дальнейшим
развитием математической теории энтропии можно познакомиться по [60].
Физические аспекты и способы численных расчетов энтропии обсуждают-
ся в [116, 201, 227, 229, 312]. Спектральная плотность и ее характеристики
изучаются в [116,158,164,201,294,305,432,436]. Численные методы расче-
та спектральной плотности и автокорреляционной функции можно найти,
например, в [162].

Геометрические характеристики фрактальных объектов рассматрива-
ются в [87, 99, 142, 143, 343, 416, 448]. Различные аспекты метрической
и вероятностной размерностей обсуждаются в [298]. Размерностные ха-
рактеристики инвариантных множеств динамических систем исследуются
в [54, 193, 294]. Методы расчета фрактальной размерности (емкости) ат-
тракторов можно найти в [135, 476]. Гипотеза Каплана –Йорка предложена
в [383] и далее обсуждалась в [54, 273, 311, 391, 448, 476, 533]. Соотноше-
ния различных размерностей, а также способы их вычисления рассмотрены
в [135, 158, 201, 298]. Недостатки некоторых методов расчета обсуждаются
в [327, 335].

Теории отображений (динамическим системам с дискретным време-
нем) посвящено большое число работ. В качестве учебного пособия можно
рекомендовать [56], а для более углубленного ознакомления с теорией —
обзоры и монографии [156, 157, 197, 201, 426]. Эргодическая теория одно-
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мерных отображений рассматривается в [54]. Теорема Шарковского о сосу-
ществовании циклов впервые была опубликована в [196]. Ее частный случай
исследовался в широко известной работе [392]. Универсальному поведению
квадратичных отображений посвящены статьи [54, 187, 201, 302, 303, 305].
Рассмотрение квадратичного отображения восходит к работе [517]. Од-
номерные отображения сыграли существенную роль в развитии метода
ренорм-группы применительно к динамическим системам [116, 201, 271].
Отображение Эно впервые введено и изучалось в [203]. Различные аспекты
этого отображения позднее исследовались в [281, 282, 449]. Отображения с
более чем одним максимумом анализировались в [276, 358]. Для гамильто-
новых отображений универсальные постоянные определены в статье [239]
(см. также [116,201]). Рассмотрение некоторых отображений, возникающих
в физических задачах и приложениях, имеется в монографиях [81, 83, 116].

Исследование отображений комплексной плоскости восходит к работам
Г. Жюлиа и П. Фату [301,372]. Однако только относительно недавно вслед-
ствие большой эстетической привлекательности получаемых результатов
и в связи с повсеместным использованием компьютеров это направление
приобрело популярность. Хорошее введение в теорию дается в моногра-
фиях [102, 287]. С математическими аспектами отображений комплексной
плоскости в себя можно ознакомиться по работам [147, 154]. Подробное
описание множеств Жюлиа, Фату и Мандельброта, их бесконечное разно-
образие и методы их раскраски представлены в книгах [163, 200].

Для первоначального ознакомления с теорией бифуркаций рекоменду-
ем [13,46,90,204]. С математической стороной вопроса можно ознакомиться
по работам [27, 28, 33, 145]. Обратим внимание на книгу [265], где содер-
жится обширная библиография. Некоторые методы и приемы исследова-
ния бифуркации рождения цикла имеются в [45, 56, 145, 192]. В частности,
в [192] приведена программа для ЭВМ, позволяющая проанализировать та-
кую бифуркацию. В монографиях [45, 145] и учебном пособии [56] (см.
также [185]) описаны алгоритмы вычисления коэффициентов Ляпунова, ха-
рактеризующих устойчивость родившегося цикла. Отметим работу [36], где
обнаружена бифуркация рождения двумерного тора при потере устойчиво-
сти положения равновесия.

Сценарии развития хаоса (турбулентности) в диссипативных системах
рассматриваются во многих работах. Сценарий Ландау –Хопфа был впер-
вые предложен в [112, 356] и обсуждается в [113, 115, 116, 202]. Сценарий
Рюэля –Такенса впервые рассматривался в статье [173] и позднее в [440].
Некоторые аспекты развития турбулентности по Рюэлю–Такенсу в рамках
ренорм-группового подхода обсуждаются в [201]. Подтверждение этого сце-
нария получено в ряде экспериментов (см., например, [7,218,280,285,466]).



550 Библиографический комментарий

Отметим статьи [331, 521] (см. также [201]), где показана возможность су-
ществования систем с трехчастотным [331] и более [521] режимами дви-
жения. Механизмы перемежаемости (I, II и III рода) подробно рассматри-
ваются в [37, 136, 201, 421, 459, 460] (численные и аналитические резуль-
таты) и [217, 232, 237, 361, 532] (эксперименты). Сценарий развития хао-
са Фейгенбаума обсуждается, например, в [92, 116, 201, 236, 450, 470, 501].
С другими сценариями можно познакомиться по следующим публикаци-
ям: [19, 33, 70, 158, 215, 270, 283, 360, 374, 375]. Понятие кризиса аттрактора
впервые предложено в статье [329] и обсуждается в [28, 33, 201, 330]. Рас-
смотрение имеющихся здесь экспериментальных аспектов см. в [465].

В настоящее время существуют достаточно мощные методы, позволя-
ющие стабилизировать динамику систем и/или управлять их поведением.
Такая задача впервые была поставлена и численно решена в 1983 г. на
примере модели, описывающей взаимодействие популяций [4, 5]. Позже
возможность стабилизации хаотической динамики была строго обоснована
в работах [123, 408]. Большое распространение проблема управления по-
лучила после публикации [446]. Аналитические методы подавления хаоса
развиты в работах [121, 257, 386, 397]. Исследования показали, что пробле-
ма управления хаотическими динамическими системами и подавления ха-
оса имеет непосредственное отношение ко многим областям естественных
наук, поскольку на этом пути удается найти подходы к таким важным и на-
сущным приложениям как обработка (запись, кодирование и pасшифpовка)
информации [403, 404, 461], скрытая пересылка зашифрованных сообще-
ний [127, 130, 131, 207, 216, 288, 344, 345, 387], проблема самоорганизации
и искусственное создание когерентных структур в распределенных систе-
мах, обладающих пространственно-временным хаосом [122, 242, 406, 491],
стабилизация сильно неупорядоченных сокращений сердечной мышцы и
дефибрилляция [69,93,119,133,214,316,385,444,498,503,534,535], инжене-
рия динамических систем [405], и других [238, 260, 400,483,492, 496].

Современное состояние проблемы контроля и подавления хаоса дано в
обзорах [238, 400, 486,487]. Развитые сейчас методы дают возможность по-
давлять пространственно-временной хаос и стабилизировать динамику рас-
пределенных систем [93,214,385] (см. также литературу к «Предисловию ко
второму изданию»). Обобщение данных результатов может оказаться чрез-
вычайно важным в приложениях, когда требуется мягкое выведение систем
из состояния пространственно-временного хаоса, например, в кардиоло-
гии, где его развитие оказывается фатальным для организма. Современные
методы стабилизации сильно хаотических сердечных ритмов (фибрилля-
ции) являются очень жесткими: подача короткого электрического импульса
большого напряжения и тока. Однако, как показывают предварительные
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исследования, по-видимому, возможно слабым воздействием осуществить
стабилизацию и восстановить ритм [93,133,214,385,444,498,503,534,535].

Теория пространственно-временного хаоса в распределенных систе-
мах в настоящее время далека от завершения. Существование конечно-
мерных аттракторов в таких системах показано во многих работах, как
экспериментальных (см., например, [71, 183, 241, 414]), так и численных и
теоретических [43, 109, 275, 297, 366, 367, 441]. Современные методы поз-
воляют непосредственно из экспериментальных данных, когда число сте-
пеней свободы исследуемой системы неизвестно, определить размерность
вложения [3, 135, 245, 447], корреляционную размерность [326, 327], эн-
тропию [268, 328], ляпуновские показатели [527] и обобщенную размер-
ность [451]. В работах [244, 310, 480] описаны практические методы изме-
рения различных характеристик динамического хаоса. Оптимизация метода
Грассбергера –Прокаччиа проведена в [209, 512].

Математические аспекты пространственно-временного хаоса рассмат-
риваются в статьях [106, 253, 289], а некоторые физические концепции —
в [11, 15, 18, 42, 111,210,259,299, 376, 509].

Ряд проблем, связанных с зарождением турбулентности, анализируется
в [18, 64, 259, 266,272,506].

Численные и аналитические исследования свойств пространствен-
но-временного хаоса в распределенных средах в настоящее время испы-
тывают бурное развитие. Наряду с такими исследованиями для уравнения
Гинзбурга –Ландау [15–17, 41, 62, 63, 79] проводился также подробный ана-
лиз развития конечномерной турбулентности в гидродинамических потоко-
вых системах [8, 16, 18, 62]. Кроме того, имеется ряд работ [105–108, 253],
в которых получены строгие результаты о характеристиках пространствен-
но-временного хаоса для сцепленных отображений, служащих аппроксима-
циями распределенных активных сред.

Исследование таких отображений началось относительно недавно, ко-
гда для их моделирования стало возможным использовать достаточно мощ-
ные компьютеры. В публикациях [258, 376–378, 434, 513] рассмотрены раз-
личные аспекты динамики таких систем и представлены методы их анализа.
Однако для решеток связанных отображений знание величин, определяю-
щих их глобальное поведение на асимптотически больших временах, не
представляет большого интереса. Более важно найти характеристики, опи-
сывающие локальные свойства таких систем и их эволюцию во времени. Та-
кой критерий, позволяющей визуализовать поведение отдельных элементов
и динамику всей системы в целом, недавно был предложен в работе [128].
Математические вопросы теории решеток сцепленных отображений описа-
ны в работах [251, 253, 319, 370, 373].
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